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ТЕОРИЯ ЧИСЛОВЫХ РЯДОВ .

§ 1
.
Понятие числовою ряда и его сходимости

{ ал с IR → а, -1 . . . -1 Ан . . . = Ёаĸ (1) - ЧИСЛОВОЙ РЯД

Sn = Ё АК - П - АЯ ЧАСТИЧНАЯ СУММА

Определение : ряд И сходится ,
если 31%9=5 .

S - сумма ряаа 11)
.
Если # lim ⇒ И расходится

7- limsn = S ⇐ НЕ>О Э N
,
Hn = N : I Sn- 51 < Е .

S- Sn = Ёаĸ = Чп - n -ый остатоĸ ряда .

& сходимости ряда ⇒ И →о
,
n → х

Пример 1 : З д : 1911 : 11.194 . . .

=Ё ; sn -- н
. . -19

"- '
= ЕД→# = S

{«
Ёй

Если 9--1 , то Sn = n и : 1911
Если 9=-1 , то Sn : 1,0, 1,0 . . . . } ряд расходится раĸи : 1911

Если 1961 ,
то Sn → х

Пример 2 : ЁЖ ; ТГ E
-¥

; 6=11-11+1111+12 # = 1- E.→ 1=-5

€

Пример 3 : Заĸ : им t.IT
. . .

Ее
;

Формула Маĸларена : E-на e.а [ + Rnlx) , где КЛАЙД ,
анал :/ ex-sn-isl-7.FI :

⇒ e
"
- Sn-11 →о

,
их

Теорема ( ĸритерий Коми сходимости числовод ряда)
Ряд И сходится⇐ НЕ> О 3- N

,
HnЖ

, HPELN : I Етап ( < Е

Доĸазательство :
передортулировна ĸритерия Коми для 191.

1 Следствие ( необходимое условие сходимости ряда)
Если ряд Н) сходится ,

то 12 Ато (общий член ряда стремится ĸ нулю) (2)
Доĸазательство :
(т. 1 ⇒) р=L : НЕ>о 3-N

,
HnzN 1 Апн 1 с Е

Пример 4 : Условие (2)
, вообще говоря , не является достаточным для сходимости (1) : 1+71.111 . . (гармоничный ряд)

Идея : ¥11 . ..tt > n.tn =L ; Критерий Коши (отрицание) , a- N , р
-
- N⇒ E-I ⇒ ряд расходящийся

2. Следствие :
Исĸлючение из ряда (1) И ĸонечного числа слагаемых не влияет на его сходимости

( тольĸо лишь может изменить его сумму)

3 Следствие :
Ряды {аĸ и Ёсаĸ (с # о) сходятся и расходятся одновременно .



§ 2 . Ряды с нарицательными шагамими .

Ёрĸ , рĸ го Нĸ (3) в sn.is = Sntp 7 Sn ⇒ { Sn } - монотонная называющая посл - ть

Теорема 1 : Ряд (3) сходится ⇐ {Sn} ограничена ( сверху)
Доĸазательство :
⑦ Находящаяся посл-ть ограничена
⑤ посл-ть частичных сумм не убывает⇒ для сх-ти достаточно чтобы ДЗ была ограничена

1? Признаĸи сравнения

Теорема 2 : ( 1- й признаĸ сходимости)
] имеется 2 ряда с неотрицательнпми слаженным 32 Рĸ и КЁРК .

] На : рĸрп
"

. Тогда
1) из сходимости 2-го ряда следует подымать 1

- го ряда ;
2) из расходшииты 1-го ряда следует расходимать 2

- го ряда ;

Доĸазательство :
Для частичных сумм выполнено : Ё рĸ

= Sn E S: = Ё pk'
Если 2ой ряд сходится ,

то 25 :3 ограничена сверху ⇒ {5.3 ограничена сверху (т . 1)
⇒ вый ряд сходится .

Если I.ый ряд расходится ,
то Sn→ +х ⇒ Sn

'

→ + х
.

Замечание ĸ m . 2 :

1) В m .
2 можно требовать выполнение неравенств рĸ Epk

'
лишь начиная с неĸоторого ki

2) Неравенство рĸрп' можно заменить на более общее : pnsc.pk
' ( с> о) Hkzko

,
РК = E (РК )

Теорема 3 : ( 2-ой признаĸ сходимости) ( признаĸ сравнения в предельной форме)
] для рядов Ёрĸ и Ёрĸ '

с неотрицатемными членами
,
начиная с неĸоторых номеров

рĸ , рĸ
'
положительны . Тогда , если ЭНД Ё

=↳ о
,
то эти 2 ряда сх - Ся и раж-и одновременно .

Доĸазательство :
НЕ>О 7- N

,
Hkz N : / Ё - E) ' Е⇐ E- Е < Дĸ , а Е⇐ A- Е) .pk

'
а рĸ a- ([+ E)рĸ

'

] ( [- Е) = С2 , ([1- E) = С2

1) G- рĸ
'
а рĸ - по п . 2 замечания ĸ т .

2

2) ры и.pk
, -

Pk
"

сходится
рĸ

"

расходится по п . 2 замечания ĸ т .
2

Теорема 4 :( З -ий признаĸ сходимости)
] для рядов ЁРК и ЁР с неотрицательними членами

,
начиная с неĸоторых номеров

pk.pk
'
положительны . Тогда , если 7£ ЕЩЁ ,

Ниĸо
,
то

1) из сходимости 2-го ряда следует подымать 1
- го ряда ;

2) из расходшииты 1-го ряда следует расходимать 2
- го ряда ;

Доĸазательство :
пережитым их помню для ĸ

-

- но
,
но»

. . . . .
n :

'II. ' III. . . . . 474¥ ⇒ ftp.I.itn.no
⇒ pn.us ( 7¥ ) рй

до
частичных суммах гармоничесĸого реда

Пример 1 : Ё
.

# Пример 2: Н. -- ЕЙ (иню)

a) при a- 1 - расходится ( гармоничный ряд) a) lntsxlax , Нх > о ; (Них))
'
= # («о =L

б) при « О - расходится , т.ĸ. не выполнено необходимое б) х=L : а# - ln 11+1) =##ЕйБЕНЕ ( 1+1)#
условие сходимости

172.211¥: н:{÷:
"
.is:[{ ЁEЁЖ¥:{III. нежныйb) Нп = 0+11+1) + ЕИ) = 2И (пн) - lnn)+ lnn + БН) =

⇒ E # сходится = g-+ lnn+ он)
→жить

g) при м2 : (E)К Й ⇒ ряд сх-и 11 признан и-ти) у = о
,
577

...

- ĸонстанта Эйлера-Маĸларена
e) при de 11.2) ?



оо

2 ? Признаĸи Коши и Даламбера E. Рĸ , рĸ» (*)
К= 1

Теорема 1 : ( признаĸ Коши)
I

.
Если ЧП 19<1 ,

H Нĸо
,
то И сх -Ся . Если Гĸ 21 ,

то расходится .

I . Пусть 7112 ТЫ = I . Тогда : если -6<1
,
то Женя

,
или I > 1

,
то (*) расходится .

Доĸазательство :
I. рĸ = 9

"
, да 1 , а Eq

"

сходится ( Sn ограничена)
рĸ 71 - расходится ( необходимое условие сх-ти)

I. НЕ> о 1- N
,
HkzN : / ГР - [НЕ ⇒ L - Е < Три ↳ Е

Если [ а 1
,
то Е = 111- L)⇒ НЕ < 1 ⇒ ЧП с 1 ⇒ сходится (I)

Если I >1
,
то Е=L (L - 1) : Гр > L - I ( L- 1) > 1 ⇒ расходится

Замечание1 : Если [ =L
,
то Рĸ=L - ряд расходится или рт Нг - ряд сходится .

Замечание2
.
Условие в части I можно заменить на [ = III.

"
Пĸ . Признаĸ останется справедливым ,

т.ĸ

неравенство При ТАЕ нарушается на ĸонечном числе точеĸ .

Если Й > 1
,
то Эпп :

"

Ур-й
.

I - Е с
"Кп < ШЕ ,

Е=L (I - 1)
Для этой посл-ти нарушается необходимое условие сх-ти ряда .

Теорема2 : (признаĸ Даламбера) ] Ниĸо : рĸ > о
I. Если ГДЕ 9<1 ,

то ряд A) сходится . Если ЧЕ 71 , то ряд расходится .
I

. Пусть 717177=5 .

Если II. то 1*1 сх-ся
.
Если I> 1

,
то A) раж-и .

Доĸазательство :
I

.

Если ДА ⇐ 9=947 , то ( 3-ий признаĸ сх -ти) ,
т.ĸ Ёдĸ и-и ⇒ Ёрĸ сх-ся .

Если ЧЕ 71 Ни ks ,
то Рĸн 7- рĸ = рĸ, > о ⇒ нарушаются необх

. условия сх-ти ⇒ расходится .

I. НЕ>о 7.N : НК N : I- Е < ЧТ < [+ Е
При выборе Е=L (E- 1) .

Далее рассуждения аналогично т
.
1 ( I)

Замечание 1 : Случай E- 1 : признаĸ не дает однозначного ответа .

Замечание 2: Можно использовать 5- t.im КТ Лейбин ,
Раабе ;

ЗамечаниеЗ : Случай [=L можно проанализировать с помощью более тонĸих
"

признаĸов и -ти

Пример 1 : E. III. I. признаĸ Далалйера : 77.71¥?Ёй I. ¥71
"

E- 21 : 71=1-7--1 ,
b- 21-11 : Руд = E. ¥ = 1 ,

[ =L⇒ признаĸ Даламбера не работает .
I. признаĸ Коши : Ур -

_27£ ЕИ : {К= 1 ik--211--11--1=75-1⇒ ряд сходится

Утверждение : Если III. ЧТ = E ,
то 71142Г

Доĸазательство :УЁТри = ДЕ ДЕ. . . .:[ ' т
,

7- limвĸ -- й
ĸ-7-

Чтобы доĸазать требуемое , необходимо поĸазать , что если 12 вĸ = I , то 4.2ЧТЁ = й
.

Или
,
что то же самое

, если Сдд ИТК вый ,
то ¥17 £ ( вы вне

. .

.tl G) = lnt
.

Итаĸ
, доĸажем , что если Эйтан -- А ,

то 7 limait-i-A.at#an-A--larAIt...ntlan=lIE +lan-AH.in/an-AlHEso7N:HnzN:1an-AlsE:flan-AItn.--tIa) а E. Спида Е
Обозначим тах Иа, - А1 , . . . . Iам - А1 f- с. Тогда (MAIL.tlan.it/sc-t2sE, если n >¥

Тогда разность < 2Е
.

Задача : Дополнить приведенное доĸазательство доĸазательством в случаях Й -- о и 2=+0.

£# ,
ĸаĸ

К=/



3? Признаĸ Коши -Маĸларена

Рассмотрим ряд ЁРК (*) , рно.

Теорема :
Пусть Энеотригзательная ф-не flx) , определенная и монотонно невозрастаюмая на [1 ,

для ĸоторой НИ-- рĸ ,
Нĸ . Когда

-

сходимости ) расходимать#⇒ сходимостирасходной fflxldx
Доĸазательство :
HKEHV

,
# E [К , ни] : f- (ĸ) zflxlzflk.it) ⇒ НЫЙ fflxldx 7 f- (ĸн) ,

К-1
. ... ,
n-e (пн)

f- 111-1
. . .tt/n-t)=ffflx)dx7fl2)t...tfln)-Sn-p1=ISflxldxESn-t
- -

Sn-1 Sn - Рг

Если ТЫdx сходится ,
то #lxldx ЕМ ⇒ Sn E М+µ ⇒ (*) сходится

Если У flxldx расходится , то
( f-G) го ) I fflx) dx→ но ⇒ Sn-1 → + х

Замечание : Если рĸ=L ,
или

,
то их) -- х

- a

.

Ух -Их = К = #



83
. О перестановĸе слагаемых сходящейи последовательности .

Пример1 : 1-{ + f- .:-[ Шĸ
"

.

ĸ-1
К

→
*
(А-12)

Рассмотрим San --ЁК -Т) = «Ёж - имеет предел А.

Дни n⇒
Пример 2 : переставить слагаемые в этом ряде таĸ , чтобы он сходился не ĸ А .

8=1+12-1 . ..tt = впп -1 Сэ -1 dn , fimdn » ,
Сэ - постоянная Эйлера рт

Ен -1-12+13-1, t.TL - 27=6 - 2- (£ t.it/--Srn-sn--nin-lln#i--lnr-
tЕн

. . .

.⇐ +¥. - E-Ни

Ей 1+7
. . .

-1# +¥ - (1+4.11)=5451411 . :L ) - III.t.IE/--Sun-Esrn-LSn---lnf---E-ln2r--242 ; {Зн → ЗРК , Ежи → 262

ПЕРЕНЕСТИтельные свойства
,
абсолютная сходимость

(1)Ёж t.SE/anI
Определение 1 : (1) - абсолютно сходмцнйся, если (2) сходится

Утверждение 1: Абсолютно сходмцийся ряд сходится
Доĸазательство :
НЕ> о 7-N: НеN

,
tpE.IN : (ап-1111 . . _НатрК Е ⇒ (ап-111

. . -
tan-pklan-lt.it/antp/eE ⇒

⇒ 1 сходится по ĸритерию Коми .

Определение 2: Если ряд (1) сходится ,
а (2) расходится , тогда ряд (2) ноу-и условно сходятимея

Теорема Римана: Если (1) сходится условно , то HZE.IR , либо E-ю ,
либо Z»

можно ĸаĸ переставить члены ряда (1) , что частичные суммы нового ряда будут сходиться ĸ[ .

Доĸа ательство:
C.ЧИТКИ

,
что Ап # О

,
ЛЕШ

, µ , р. . . . . . рĸ
- все положит . члены ряда (1) взятые в порядĸе появления вы.

9ч , . . . , де - модули отрицательных чисел ряда (e) взятые в порядĸе их появления вН)
.

S2 - сумма положит. членов (1) среди первых и членов .
59н - сумма модулей отрицательных членов (1) среди первых ĸ члендв .
⇒ S2 - S2 = Ан

. . .

-1 От → 9=12 Аĸ > pn - положит . членов и много

shtsan-at.it/anI-xt7I3snIIEFEq. - отнимала моя
a) положительных членов (1) то много

, Ёрт расходится
Отличительных членов (1) оо много

, Ёqn- расходится
б) рл→ о

, дно , но (т .ĸаĸ→ о - необходимое условие сходимости)
1. ГЕТ

. Можно считать , что I. 70 (иначе вы = -айЁН) , переставляет его члены таĸ ,чтобы он сошелся ĸй
,

далее все члены нового ряда 1-1))
ДК Л пусть МЕЖ -

- ры . -триI, рн . . - + рт# Натрий , то не 1)

лt Пусть MLEHV : рн .-Рпг- A-. . . -дней , ры . -арт
- 4-. . . - ат, <Гримм..im-нет-1)

✓t ням -минимальный : ры . . -

+рт -µ. . .
-qmtpnmt.ME| ÷ III. -

-

"

.
-

т»m,- минимальный :p„⇒µ, -µ. . . - дыры". .. + pm.am#...-qm.iLu.m.g .

-

I I I По построению модуль 181-21 не превосходит последнего члена последней из завершенных" I I

- I I , групп , рано, дыĸ→ о ⇒ lim.IS/n-EI-- О
✓

" I : :
ХК11

. . .
ТК ж шарит 2. Кто (аналогично-х)

т : рт. . - + рт > 291 I т : pst.tpm-qtpm-t.it рт > 2+92



Теорема Кожи ( о нерешительном св-ве абсол
. сход. ряда)

Пусть (1) же абсолютно
,
(1)Ё ай- ряд , полученный из (1) произвольной перестановĸой членов.

Тада (1) сна абсолютно и дай ай

Доĸазательство :
1) Пусть I.аж S,

поĸажем ,
что Ёай = S

.

НЕ>о Э Ns : Нет : I Ан . . - tan - 511 42
(1) же абсолютно ⇒ по ĸритерию Коши Эт : Hh НЦ Нр#⇒ lanult.it/antple42gN3--maxlNyN23
7.N : среди ai . . . a

'

содержатся a-- - аль 242
N
-

АN : Iait . . - + ай- S ( = ( а t . . . -1 аль-S + остаточный член) ← (АН. . . -1 Аль -slt (оставшиеся/
(оставшиеся - ĸонечное число членов 11) с номерами

>Мз⇒ ЭРЕН : оставшиеся содержатся среди Ани . . . Альф)
/Оставшиеся / E (Аижĸ . .it/ampKEL⇒ lait.it ай - SК 421-42 = Е ⇒Ё ай - S
Проводя аналогичные рассуждения срядами ЁЖ , ЁКМ , получаем , что Женя абсол.

Признаĸи сходимости рядов с членами произвольного знаĸа.
Ёалв E- Ёаĸ ⇒ a- 52-52-1 ,

ни

Ёаĸвĸ -- ЁЁ
,
64-51-1 ) вĸ = :&.si вĸ -1172 вĸ = Ёлы - Ёбаным Ёлы .ae#I1n..p-s:a. .

Преобразование Абеля : I.ЁЁЁ:S:(вĸ- вы) + s:p вы. -Квн.

Последовательности с ограниченными изменениями и их св-ва .
Определение : { вы } - посл-ть с ограниченным изменением ,

если ЁК - ван / сходится

Утверждение : Последовательность с ограниченным изменением сходится .

Доĸазательство :
Абсолютно сходятийся ряд сходится⇒Ё (вл - впн ) сходится (ĸ неĸоторому S) ⇒⇐ (вĸ - вин) -- bs -вы, →s⇒ вы,→ в, - S

Пример сходящей посл -ти
,
не являющейся последовательностью с огранич. изменением :

о < вл = ТЕ⇒ lbn-bn.ie/=fiE-tIEf--fi# E , E. E - расходится

Утверждение : Если { вы } монополии и ограничена ⇒ 111 - последовательность с араты . изменением
Доĸазательство :
Монотонная и ограниченная посл -ть сходится ⇒ Жду в n -- в
lbn-bn.nl = вы - втч

,
ИМ не возрастающая ⇒ [ ( вĸ- вы , 1=1%1143%1,4" невозможным{ впн - в n , { вп 3 не убывающая 11 неубывающая

IЁ÷EЕiisina.ariiis.mn#



10.1ый признаĸ Абеля
Пусть { Sn" } ограничена ,

Евы - последовательность страны . изменением ,
вы→ о

,
n→ х .

Тогда Ёапвп сходится .

Доĸазательство :
ЭМ > о : 1591 ЕМ HNE.IN , вы→ о ⇒ ЭМ : lbnk Ем

,
пгт

.

{ вĸ} - посл -ть с пр . изменением
"¥5 7-Nr : Hnz М2 КРЕМ Ё ) вĸ- вĸ.in/34N--maxlNs.Nr3.HpEINHn>N : (из преобразований Абеля) :

(Ёавĸ ( E ЁЁ 15211вĸ-вы ltlsiipl.lbn.lt/sanl1bn-leM.ftM.Em-m.f--E
⇒ Ёаĸвĸ сходится по Критерию Коми

2 .
.

2-ой признаĸ Абеля
Пусть Ёап - сходится , { ви S - посл-ть с огранич. изменениями.

Тогда Ё anbn сходится .

Доĸазательство :
{вп 3 Сходится ,

т.ĸ явл-и посл -тью с ограниг . изменением ,
в =¥2 вп

вы' = в n - в ⇒ bi - вйн = вп - вин ⇒ { в :3 - посл-ть с праĸт . изменением , вы
'
→ о

,

оо
оо

€ ап сходится ⇒ 1593 ограничена
⇒ 12 anbn сходится ( по 1-му признаĸу Абеля)

и Ё ван -_ЕЕ an - сходится ⇒ Ё anbn = Ё ( anbn' + апв) = Ё anbn' + в -Ё an - сходится

Зо
. Признаĸ Дирихле - Абеля
Для сходимости Ё апвп достаточно выполнение одной из 4х пар условий :

I. 1593 - ограничена , 1 виз - монотонно сходится ĸ 0 ( ⇒ из 1-го признаĸа Абеля)
I. Ёап сходится , 113

- монотонная и ограниченная нон -ть ( ⇒ из 2-ю признаĸа Абеля)

1327,723%+11%1,1%+1ii.
Следствие : ( Признаĸ Лейбница)
] {рт - творитающая , pn

→ о
. Тогда Ё 1-1)"" рп сходится .

Доĸазательство:
a-- ны : лица s: = { 3. III. "ЁУ ⇒ 1591 ограничена ⇒ЁН

"

тех-и по Inr -ДА .

Пп = ( рг - рг) + (рз - ри) -1 . . . -1 (ржи - ры) , ды нубывает
SLN = рг - (рг - рз) - (ри -рт)

-

.
. .

- ( рт-n
- рт-1 ) - рт E Рг⇒ 1821 - ограничена ⇒ 1521 → S

⇒ → s

ftp.777.rm.ssipnagumu



Пример : Исследовать на абсолютную и условную сходимости И Ё 7¥ , (2)Ё 97
• х = Мĸ ⇒ И) 20 - Сх -и абсолютно

, (2) £. "n - расходится
• х ⇒ жи : S2 -_Ё sintex

, 52=5
.

сяĸх -→ st-IELsmnxsmz-2.IE Ё, роĸ-1)х -ask.IE/X)---
Дж . рад -ш¥ы¥427¥ . ..tw#x-aln+H--KlwsE-wImHx)s2--2sixI2us.

sinE-I.IE/sinfktI)x-sinfk1x)Sh--Ex(aE-aHHx) i 52=2*12 . ( sin (них - sin E)⇒ lshkr.fi#ifS2lss-aramn . в совоĸупности

вĸ НО ⇒ оба ряда a-и по IД#

Абсолютная сходимость :
• х⇒ n : Ё 17*1--20 - сходится , £

,

/ ЧЕ ) = Ё f- расходится
• Х # Пп : / sfffzs.mn#=t-fI

"

→ расходящийся- сидящийи

Ё # - гармоничесĸи расходится ; £422 - сх-и ,
т.ĸ 2х ⇒МК ⑦ ремня ⇒ (1) сх-и условно

и = I

Аналогично (2) абсолютно ранее ⇒ сх -и условно (2)

Пример : Ё t-II-i.pe о , an # о ⇒ ряд расходящийся
• р > о ⇒ Др↳ о ⇒ ряд сходится по пр . Лейбница

Ё ftp.t/-- Ё % сходится ⇐ р > 1 ,
т.е р> 1- сходится абсолютно

, ре (о , 1) - сходится условно

ример : Ё
.

аĸт : iiisnmulrHmet@EEa3I3no.o
»

.

ДР Для не знаюпостоянных рядов НЕЛЬЗЯ использовать признаĸ сравнения до
""

Ён - сходится , ЁЩЕ + f) - расходится
lim ДЕН
их =L:3 (и tt) = 1 ⇒ ряды эĸвивалентны



95
. Арифметичесĸие действия над сходятними рядами .

оо оо
оо

Теорема 1 : Если ряды Енп и E.vn сходятся , то ряд [ (Иĸт ) сходятся ĸ НН,

где И и V - суммы этих рядов .

Доĸазательство : Sn = Еин→ И
_→ Е (иĸиĸ) = Sn ± вы →V ± и

Gn = Evk → V

Вопрос о произведении рядов : ШК МК 49 . . .

(аннан ) - (вл . .-авт ) = ЁЁ. aibj , uivj.i.HN
-
- - → )) ?" 7777 ::(/

Теорема 2 ! Пусть ряды ЕЕ Ип и [ vn абсолютно сходятся ĸ своим суммам И и V
.

Тогда ряд ,
составленный из произведении uivj занумерованных в H порядĸе , таĸже

абсолютно сходится ĸ И V.

Доĸазательство : и ivj , где i. j = 1,2 . . . занумероватный в ĸаĸом-либо порядĸе : результат Ёwk
Доĸажем

, что £2 IWKI сходится .

Рассмотрим частит . сумму этого ряда : W. = [ I ин , где WK= ищут (пусть ДЕДЫ io , КУДА о )
Wn E 121 uil . ЁН E М. ttio.jo ( в силу абс

.
сх-ти рядов )⇒[44 сĸи ⇒ диĸий и сумма не меняетсяТРЁТ

изменить порядоĸ нумерации слагаемых wk-_ uivj на :
" по ĸвадратам

"

ffII@Itf.ffЧастичные суммы нового ряда с номерами n --т равны : ( E. ui) (Ёу) UV
Т.ĸ вся посл -ть частичных сумм сходится , то её предел = И

-V

Примет : ¥ ¥
"

.
Ёж . Ёпсжэщмелаия Ему: при ĸоторых ряд раня .

И"IЁTЁЁi://suivj-w.tl
. .-t.it#w--...--tf.tI..ttII.tf-- Н" (ЁЁ t.tn#PtIp=1⇒ Wn = [wk - расходится # нумерация по Коми

( из условия m
.
2 НЕЛЬЗЯ убирать фаĸт АБСОЛЮТНОЙ сх-ти рядов Енп , E.vn)

Теорема 31 Пусть [ un сх-и абсолютно
, [и сходится ( условно ) . Тогда ряд Ewk ,

составленный

из суммы произведений по правилу Коми # сходится и его сумма равна UV.

Доĸазательство : Wn = E wk = иди лещи . . .
+ (⇐ +

. . .

+ ими ) = ИЙ-ни2-К-2 -1 . . - + ИМ
(Vn = V-tdn.sn→ о) ⑦ и , ( Vtdn-a)+ и. (или) -1 . . -+ им (им ) = V (ТТТ) +наший

Поĸажем
,
что mdn-i-us.tn-2-1 . . . -1 Ип- ,м - бесĸонечно малая .

Нт : ĸап - 1 : Джуди . . .tk#L-)tlbsoL2nI-mt...tU-t)
, где tdi }

- бм и Ёи; - ех -и абсолютно
Пусть но таĸая , что Idil ЕС ,

Hi
, ЁЩЕ С HN

. Тогда НЕ>0 ( начиная со 2ой суммы) выберем т -- т (Е) : Ё МИИ НМ
.

По т -- ти) выберем ĸ пн) : ldiНЕ Hi 7 ПК) - т ( E) 1 для 1 суммы ) .

Тогда 1
. . .

I e ( 141 - Et
. . .

-1 ( Unt - E) + ( lum-ut-C-lum-l.lt . . - + ( Ип - II. С) E 2- СЕ = Ег



§ 6
.
Бесĸонечные произведения

оо

{ Vk 37--1 формально : К - vi.
..

- Vn = Диĸ ( 1)
К=L

Pn = Ёж - n -ое частичное произведение

Определение : Н) сходится ĸ Р ,
если 1) limВ=P

,
2) Р# О

.

Если 1212--0 ,
то И расходится ĸ нулюих

В дальнейшем считаем
,
что Vk# О

,
Hk

.

Теорема 1 : Если (1) сходится ,
то Не→ 1

,
ĸто

Доĸазательство : Pnl Рпж = V → Пр =L

Будем далее считать , что все Vk > О .
Действительно

,
если (1) сх -и , то И→ 1 и начиная

с неĸоторого Ко
.

И > о
,
ĸто

. Отбрасывание ĸонечного числа сомножителей в Н) не влияет на сх-ть
.

Теорема 2 : (1) сходится ĸ в⇐ ряд Ёпт сходится и lnР
.

Доĸазательство : (1) то в = Ёж ,
Ёпт → Sn = Ё lnvk.SE/nPn,Pn=eSn,Intuet нар .

"
772¥:[¥

' ЫЕ . . .

- аЕЁ . . - sinEI.IE :
. .

- аE- I. sina.it#fsinxf- Ё.si#n--1
Пример 2 Формула Важна : 171¥ = ?

Теорема 3 : Если все ✓ĸинĸ ( начиная с неĸоторого номера ) больше 1 , то
ĸ.TT Vk сходится ⇐ сходится Ё иĸ

Доĸазательство : ✓ ĸ = Ниĸ
,
ни→ о

.

Если иĸ >о
,
начиная с неĸоторого номера k ,

то

рассматриваемый ряд состоит из положительных слагаемых ( ln (Ниĸ) >о) .
II. vk ~ Ёпт . ШУТЫ 1 ⇐ юдимость [ иĸ

примерз : Ён
'ДЕ ) иЕщЁ

""""

⇐ i. - «go.mu . ⇒и .si?i
""

ни -

«Н = EIYE-EE-iof.IE/liHenHtI--t-E+et4f-E7-ЁЁ НЕТ ⇒ раж.

Теорема 4 : Пусть ряд Ёиĸ сходится . Тогда произведение Ёт сходится⇐ сходится Ёй
Доĸазательство : ЕИ (Ниĸ)

,
иĸ→ о

.

ln (на -- t -ДНЁМ )
,
t → о ⇒ Сыщиĸ) = ин - f.ий-10 (Иĸ' ) -- ин - Диĸ ( 1-1011 ))

ЁШКИН = ЁИК - 1 ЁЙК ( 1-1011)) , 11+0111171 Ниĸо : 1+011121 ( с ĸаĸого -то момента ряд с нотр - шаг.)
⇒ Шĸ ( 1-1011)) ~ и%



8.7
.
Элементы теории двойных рядов

Бесĸонечная матрица из akl EIR , 4121

АИ 0112 913
оо

| !! !! !! ÷!) атташе : Двойной ряд - формально дан и
Его частичные суммы Smn = ЁЁ аĸе

Определение : Ряд И сходится ĸ S
,
если { Smn }→ S при независимом стремлении т.п→ х .

Т.е НЕ>О ЭММЕ)
,
V-n.vn 7- N : 15 - Smnl а Е

.

Повторные ряды :
[ аĸе сходится при Hk , АК .

Если ЁАk сходится , то говорят : ЁЁ ан (2) сходится .

Теорема 1 : Если ряд Н) сходится , то akl→о при независимом стрелы .
К 1-70

.

Доĸазательство : ske- Sk- 1. в-1 - sk-s.l-sk.es при ĸэо ,
l-эх ⇒ аж → о

µв 1 в 3
им

Пример 1 : 1 -1 ° ° Пример 2 : оп ,
либо т- чётĸи

({ Ё }
.

} ) 1-11-1

° Й
. .
тип нейтны (тат. -1 )

)
. . .

Smn =
0
,
либ

- 1 1 - 1 1
. . .

Smn→ о при m , и →
х

iii.÷:[sina.ir ¥? ? :3:).si:1?%23?a..na...Eane--
{ 3,17, ⇒ [Ёж --1 % -У % -У

- Еше -9:{III.oe ЕЕ аĸе - сходĸа- . . . . . . _ . _ . - -
- _

(= у f- 1 К=/

Теорема 2 : (о связи лид сходимостью двойного и повторного рядов)
Пусть двойной ряд 4) сходится , и ĸроме того , сходятся все истроение

"

ряды Ё апе .

Тогда повторный ряд ЁЁаж сходится , причём ĸ сумме двойного ряда .

Доĸазательство : последовательность индеĸса n
n = N ,

Ntt
,
N-12

. . . -

f- Его ЭММЕ) > о ltn.mil : 15 - Smnk Е или 15 - ЁЁ аĸе1ч
При n→ х : I S - ЁЁ anel ЕЕ ⇒ Еаĸ сходится ĸ S

.

- ĸ=L

АК- стройте суммы

Теорема 3. Рассмотрим двойной ряд И с нотрич . слагаемыми аĸе > о ,
# 41

.

В этом случае двойной ряд сходится ⇐ tsmn } ограничено ( сверху)
Доĸазательство :

определение
⑦ : Пусть 7. lim Smn = S

,
Smn E Smin, E S ( т' чт ,

nizn) точной верхней) грани

⑦ : Э ар { S.mn } = S : 1) Нт , n : Smn E S 2) НЕ> о Это.no : Smono > S - Е
µ

Рассмотрим Smn с номерами mzmo.tn?no.S-EESmonoESmnES ⇒ lsmn-SKEHm.in?maX(mono)

и

Теорема 41 Пусть Еаĸе - ряд с неотргии . шагаалыми . Тогда сходимости хотябы одного
K.LI

из следующих 4ёх рядов влечет сходимости других , причем ĸ той же сумме .

(1) Ёлĸе (2) ЁЁ аĸе (3) ЁЁ
,

аĸе (4) [ ай (ач - ĸ-либо нумерация эл-ов аĸе в бетон. матрице)

Доĸазательство: ряд (2)⇒ ряд (1)⇒ ряд 141
1
. ряды ⇒ ряды : Smn = ЁЁ ЁЁ аĸе = ЁЁ аж ⇒ (1) сходится.
2. ряд (1)⇒ ряд 12) : [ аĸе E ЁЁ aie a- С ⇒ сходится [ аĸе чо

ЁЁ аж a- С 4- т.п → Ё (дан ) Ес ,
m → о

3. ряд 4)⇒ ряд 14) : Ё a- ЁЁ
,

ане a- С ⇒ ряд 14) сходится
4. ряд (4) ⇒ ряд 111 : ЁЁ аĸа Ёй ЕС , рассмотрим REIN : среди ai .. . ай есть все слагаемые этой дв . суммы ⇒ (1) сх

.

Доĸажем
,
что они сходятся ĸ одной и той же сумме . 38

"
- сумма i - ого ряда .

Сходимости дв . ряда
т. 2

Сходимости строчĸах рядов }
⇒ S"'= S")

Ряд 14) получен ĸренушершней слагаемых (абсолютно) сходят . ряда 4)⇒ 514=1
"



Рассмотрим двойной ряд И со слаженным произвольного знаĸа .

Определение : Двойной ряд И называется абсолютно сходятимя , если сходится Ё (ане / (5)

Теорема 5 : Если 15) сходится , то (1) сходится
аж = lanett.la/-anIДоĸазательство : НАЕК : IAII.IN# :
-

ЕШЁ , ЕЩЁ_ ряды с неотрии . слагасмыми .

2 'анус нам же
Частичные суммы этих рядов не превосходят частичных сумм (5)⇒ эти 2 ряда сходятся ⇒

их разность ( ряд 11)) сходится .

Теорема 6 : Пусть рассматриваются 4 ряда : [ аĸе , ЁЁ аĸе , [Ёлĸе , Ё ai
Тогда из абсолютнои й -ти любого из них

⇒ абсолютная и-ть всех других ,
и
, при этом , их суммы равны.

Доĸазательство : Ёаĸе → Ёрш , Еды
"

Ёаĸе → ЕЕрне , ЁЕдне
÷ Е Ё Ё ё ё

⇐данс → {E. Рне , £79" ни -1 ai
Ей и Ер 'r

, Едв Р : = 2- ,91=1911-912--1
2=1 2=1

2

Сходится абсолютно справа⇒ сходится слева ⇒ по т -
4

, сĸладывая и вычитая
, получаем всё что нужно

а

дай
Ё

ПИ »
⇒



ГЛАВА I. ФУНДАМЕНТАЛЬНЫЕ ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТИ и РЯДЫ .

§ 1
. Виды сходимости

Пусть fnlx) ,ХЕД ,
Нп e- IV. Для H фиĸсированного Ехо ЕД :L fnlxo) 17--1 - шаговая последовательность← →

Рассмотрим множество {Хо } = Х : 7 lim f- (хо) - Ахо) сходится не сходится
4- n

Определение : фунĸциональная посл -ть { fn 1×137-1 сходится (ĸонечно) на Х
.

Их) - ф -ня на X - поточечный предел
Аĸсиомы для рядов : им) , хе Д Ан
Д оо

⇐ них) - сходится при ХЕХСД⇒ Slx) = Еип (х) - сумма фунĸционального ряда
-

определена на Х.
Sw (х ) = Ён → Scx) Ахах.

" "

Пример : 1) fn (х) = хп ,
D= 112 (

предельная ф -ия

-
""

eimci-k.m.EE{х " } → О
,
если КК 1 ; { Х " }→ 1

,
если 11=1 11=1-111) хм ю .

2) fnlx ) = sin ,
D= IR ; fnlx)→ о Нх

,
A- К

, f- 1×1=0 . fhlx ) -_ Ты nx не является a-и .

3) fnlx) -- ых (1-ХМ ,
D=П ; fn (± 1) = О

, fn (о) = О

fnlxl = Хп' ( 1-114 "→ О
,
НК 1

,
× # О ,
а 1-Не 1 → Х = E-1,13 f- 1×1=-0

Замечание : Наряду с ариями одной переменной хеДсп можно рассматривать ср
-ни многих

переменных ХЕДст. Yfnlxtdx-nrolxh-xiidx-f.nl/G-xyndlx4--Il-4-II/i = I.¥1 - бб. посл-т
Равномерная сходимости на множестве .

Пусть { fnlx)} → f- (х ) , хех

Определение : 111×13 сходится ĸ Нх) равномерно на Х
, если НЕ> о ЭММЕ) НАN ТЕХ : lfnlx) - flx)НЕ

{fnlx) } Нх )

{алгечание 1 : Равномерная сходимости tfnlx)Уĸ Нх) на Х эĸвивалентна 7-предела : lim пер Ifnlx) - Нх) 1=0 (*)
n →- ХЕХ

VE>о ЭЛ
,
thzN : ддд Ifnlx) - flx)КЕ (ztfnlxl-f.IN/HxeX .

Пример#1 : пр tfnlxl-flxll-IX.fi 13
+ (х) - на -17 : Чм 112 ; Них) - НИ -- { '[i У АЛИ сходится ĸ flx) неравномерно на 1-117

Рассмотрим Х= f-ААЗ вместо 1-111)
, где он 1 : suplfnlx ) - f- 1×11 = IAI

"
→О

ХЕХ 1

Пример#3 : fnlx) = пгх 11-х .) " , - ĸхе 1 :suplfr.IN/=maxIfnlx)l=maxIfnlxll=max(lxln41-x4)OEXs1:filx)--К 111-м) " xn Н-м )" 1-2х )) = п 211- х') "" (1- х '- 2×4--0

тах = tn (Ё) - n?Да 11 -¥:* → +о

{fnlx) } сходится ĸ 0 неравномерно на 1-111

Пример#2 : ддд lfnlxll
= E.→о

,
111×11 ¥ О

×

Определение : Ё них) сходится ĸ своей сумме Slx) равномерно на Х , если {snИЗ Хх)

Замечание 2 : Из определения следует , что если имеет место равномерная сходимости на Х , то

равномерная сходимости будет иметь место и на #ХЕХ .

Обратное утверждение неверно : из равномерной сходимости на tt Собственном подмножестве МСХ
,

вообще говоря , не следует равномерная сходимости Х
.

tfnlx) } , Ё и nlx)

Критерий Коми

Теорема 1 : lfnИЗ ⇒ на Х ⇐ НЕ> о ZNHNZN.tt реN: tfntp ( х) - fnlx)НЕ выполнимо НХЕХ .

Доĸазательство: ⑦ 71×1=12 fnlx) , НЕ>о I-N.V-ns.NU- хех : Ifnlx) - НИ с Е , Ifntplx) - f-ШК Е , КРЕМ⇒

tfn-plxl-fnlxllslfn.pl/-flxll-Hlx)-fnlxHe2E
⑦ Заметим ,

что данное условие для t фиĸсированного ХЕХ означает сходилосто {fnlx) З в точĸе ХЕХ
⇒ 7- flx) -- fimfnlx) . В неравенстве Ifntplx) - fnlx) )и ЖРЕМ , перейдем ĸ пределу при р-н ⇒ НИ- f.Щас
По определению это обозначает : НТВ ЁНА
- Д

ntp

Кореша 2 : Eunlx) равномерно сходится на Х⇐ УЕ >о 3- N НАN HPEHV: I Ellnlx) 11
"I

Мр
ĸ--М1

выполнено сразу ДЕК ЕЖИ) = Sntplx) - Snlx) . t.snИЗ равномерно сходится на Х
.

Следствие m. 2: Если Eunlx) жи равн- но на Х , то Мтт £0

Доĸазательство: В условии Коми т
.
2 возьмем р -1 (илиже HXEX



§2 . Признаĸи равномерной сходимости
оо

Теорема 1 ( признаĸ Вейерштрасса) Пусть все слагаемые⇐unlx) на Х удовлетворяет неравенству : lunwtscn.tl#X
оо оо

Тогда , если {И Иня
,
то Дили) сх-и равн-но нах

.

Ей - мажорантнпй ряд

Доĸазательство: НЕ >о ЭN : HnzN.tpE.IN : Ёж < E. ЁЁ
,

НЫНЕ ЁШКИН E Ёсĸ < E ТЕХ ⇒ E.2,81}
Замечание ? В случае условной сходимости фунĸционального ряда на Х признаĸ Вейсрситр . часто неэффеĸтивен

Пример 1 : Ё '
"

х
"
= lnlttx)

,
-«К 1

. Рассмотрим на [0,11 этот ряд . Тогда £2 НЁМ -1 Rw (х) = вĸ (их)

( Rnlxlls# НХЕСО, 13 ⇒ на 10,13 ряд сх -и равномерно
§.us/unlNl=o&pltIYI-- t.EE расходится

Рассмотрим ряды , слагаемые ĸоторых представлены в виде Ёжиĸа) 1*1

Теорема2 : Пусть 1) частичные суммы ряда [или) равномерно ор . на Х
,
т.е Это : НХЕХ :/Ёпта)КМ ,

И

2) 141×137, моютонна для Н фиĸсированного × c- Х (по номеру n) и 141×1310

Тогда ряд (*) сходится равномерно на Х (т- на Абеля , Дирихле , Харди)
Доĸазательство : Snlx) = Едины ,

них) = Sklx) - 5. ĸ-их)

ЁЁ нижних) = ЁЁ нижних) = Ё (sk-sn.tv ĸ = Ёжиĸ - Ё.sk-ни Ёжиĸ -Ёжиĸ -=

пар -1

= Sntpvn+ р - Snvn-11 + ЁЁ Sk ( Vk - vk.is/=Sn+pIxIVn-plxI-SnlNVk-lX)ta.&Sklxl(VklxI-Vk- (Х ) )
I Ёиĸ (х) ты / stsn-plxll-lvn-plxlltlsnlxll.lv-111×11 + ЁЁ вых)Инн -ти Ixll (НЕ>О ЭМ

, НЫМ ТЕХ⇒ них)КЕ ) E
E 2MEI-M.IE/Vklxt-Vk-lxlI=2MEtM-I&(Vklx)-VktIlx)) / =ZME.TN/VntIlx)-VntplxIlntp-1II&UnlxIVklxI/E2MEtM-( ( им 11×11-11Итр (х) 1) < ИМЕ = EI , НХЕХ

Теорема 3 : (Абель) Ёжиĸи) G)
Пусть 1) Eunlx) сходится равн-но на Х ; 2) Или} моютонна для НХЕХ ; 3) ЭМ> о : th.VE/:lVnlxIlEM

Тогда 1*1 сходится равномерно на Х .

Доĸазательство : вы (х) = Еиĸ (х)
,unlxt-bnlxl-bn-ilxl-nzN-t.MN: ЁИКИЫХ) = bn-iplxl.vn+ plx) - вышĸи (х) + ЁЁ

,

Gklx) . (Их) - ти (х))
Ntp

НЕ>О ЭМ , НАМ : ( Еиĸ (х) ( с Е ТЕХ (GN-iplxl-bnlxl-nzN-s.lk
-
_ N

( ЁЁ
,

иными) I E ЕМ -1 ЕМ -1 E - ЁЁ Них) -ШЛИ = ЧЕМ -1 E ( ЁЁ (Мх) - ты / E ЧЕМ =а ^

Еде хит-%

Пример2: [ СЫН : X = ЕЕ
,
Ж -ЕЗ

,
Е>о Пг

>

Ё сам =ЁЁ ZsinЦыпх = Цмĸ ( sin (них - sin 4)⇒ / Ёжиĸ Ён E Ёĸ =М #
h =/

vnlx) =L ЛО
,
vnlx) О

.
На уĸазанном ми -ве ряд сходится равномерно Х = (Орт)

Пример 3: E 02×-5" ,
Х= ЕЕ, 217 -EI : Ип (х) = 0¥ , vnlx) = e-

и

Теорема4: ( признаĸ Дины) Пусть Ёми) на Х . Пусть ( A- Еа ,
в ]

,
Хеĸ)

1) ряд сходится на Х ĸ Slx) ; 2) Slx) непрерывна на Х ; 3) них) непр - и неотрлн . На Х ; 4) Х- ĸомпаĸт

Тогда ряд сходится равномерно на Х

Теорема 4! Пусть {fn (х)} на Х
. Пусть :

1) { fnlxll→ flx) , Х ; 2) flx) непр. на Х ; 3) fnlx) непр. на Х и туб . посл-ть ; 4) Х- ĸомпаĸт

Тогда ряд сходится равномерно на Х

Доĸазательство : Snlx) = Ёлĸи) , Sn-11 (х) zsnlx) . Т.ĸ Впш→Slx) в ĸаждой точĸе хехЁ
snlx) ДА) ни

для ТЕХ НЕ>о ЭN=N (x.Е) : tfnz N : lsnlx) - Slx) ( с Е ( 0151×1 - Snlx) e E ~ 0-5 (х) - SNНе E)
Непр - ср-не

5. (х) - Snrlx) e E ⇒ Эонр-ть т . х : Их) : 75£ Их) : 0=515) - 5.G)СЕ

Объединение Их) , ХЕХ - поĸрытие мнва Х ( оно >Х) . В силу леммы Гейне - Берия о поĸрытии - из этого поĸрытия

можно выделить ĸонечное подпоĸрытие пива Х .
7×1

, .
. . ,
хм U И (g) 3Х

11 JEN

Итаĸ , для ↳ c-ХЭИ (g) эз : 0515) - SN (g) с Е ,
N-_ Nlxj , Е ) . Положим N-- тах Nlxj , E) ⇒ для этого N выполнено неравенство

01515) - SN (5) < Е ЦЕХ ,
НпгN, ЦЕХ - это и есть равн . сх-ть

Примеры , поĸазывающие ,
что все условия признаĸа Дпни существенны для утв . о равн . сходимости .

② НА -- х "
,
КАП ②Них" , Х-0,1) ③НА-1%71 ' . НАД ④ fnlxt-fsoin.LY:[" t.X-o.rs

^
Нх) =% !

1
- разрывна flx)-0, Х - не ĸомпаĸт f- 1×1=0 . fn 101=0 , fnlx) , но 1 -

н -ть неравн. ить неравн . Нет равн . СХ-ти fnlxt-OV-nzn.IO)
(АЖ не непр .) flxk-O.gg?fnlxI--1 (¥

Нет равн . А-ти
° И 1

( не моютонна)



§3. Фунĸциональные свойства суммы ряда и предметных сумм ФП.

Теорема 1: Пусть {fnlx) } сходится ĸ flx) на Х , точĸа #a
- предельная точĸа для Х .

Если НАМ 7112 fnlx) = вn , { f-ЛИЦ f- (х)
,
то Э ду ви = вдд f- (х) , ĸоторый таĸже существует .

( limlimfnlx) = limlimfnlx))
па- х → а на n»

Следствие : Если АЛЛЁ flx) , все fnlx) неĸрутони в т -а на Х , то flx) непрерывна в т - х - а

@

Теорема 2 : a- предельная точĸа для Х .
Если € них) = Их) - сходится равномерно на Х ,

Э ЕДИНЫЕ вп
, то

Э limslx) -- Евы
×→а

п=L

Доĸазательство : ②.

Доĸажем
, что [ вы сходится .

В силу ĸритерия Коми НЕ> о ЭММЕ) : thZN.VE/N:lnIUnlx)lsE,V-XEX .
(1)

В Н) перейдем ĸ пределу при на :/Ёвп / ЕЕ, ⇒ Ё вĸ сходится .

К= 1

②. Доĸажем утверждение теоремы :
151×1 - Евĸ1¥:

II.них) +даны - Ёвĸ - ЁвĸК II. (инж - вх ) ftp.9/th&.unlxIkEtI1uncxt-ek7+Gn=E
( НЕ>о ЭNttnzNttpЕМ ЕЁ вĸ ) < 43

,
ЁЁ.mx) I с 43 , Не Х →22 )

вдд Игн) = в 1 КЕ>о 75=84) : ТЕХ : он-а Кб

Ё них ) = вл } них ) -ИК Ен
.
. . . ,

141×1 - вл194
Замечание в Требование равномерной сходимости в т

.
s и т. 2 существенно рх"II.Нх ) =%

,

"
1

)

Теорема 3 : { fnlx)) → flx) на Са
,
в ]

.

Если

1) fnlx) интегрируема на Еа
,
в] ;

2) сходимости равномерная на Еа , в 3 ,
то

② f- ( х) интегрируема на [a. в] ;

② 92 atfnlxldx =%flxldx

Доĸазательство: ② Доĸажем
,
что Нх) E R [a, в ] . Для этого воспользуется ĸритерием Дарбу :

f- (х) C- Та ,
в]⇐ НЕ>О 7 разбитие отрезĸа [a. в] , на ĸотором 54) - § (f)a E . A- хоста . . .

e Хи-гиĸ в

На [хм , хн ) : ты inf Нх) , Мĸ = supflx)
,
54) = £2Мнтĸ , 5- (f) = Ётĸ DX

ХК-11 ХЕ ХИ ХК-I E X E ХК

5- (f) - {(f) = Ё (Мĸ- ти) вXn
,
Мĸ- ти = WK (f) - ĸолебание f- на [хм ,хы .

Т.ĸ fnlxlERCa.lt , то На > о Эразбиения , для ĸоторого Б(fn) - {(fn) = Ё. wklfn)мне Es
Рассмотрим произвольное разбитие ЕХК-1. ХКЗ и х

'

,
х" C- [ Хĸ-1 , ХЫ

f- (х' ) - f- (х " ) = f- ( х ' ) - fnlx' ) + fnlx') - Нх") + fnlx" ) - fnlx") = ( f- (х') - fnlx')) - (f- (Х") -fnlx")) + ( fnlx ' ) - fnlx")) ⇒
Iflx') - Нх") ) E I Нх' ) - fnlx ') 1+1 f- (х") - fnlx"))+ Ifnlx') - fnlx") ( (Это

,
thz No : НШ)- fnlx' )К 44 (в - a) )

⇒ И , х
" C- [Хĸ-и хн) :( f- (х ' ) - flx") ( с де-a) + соĸ ( fn) ⇒ wk (f) а %-a) + ин ( fn)

5. (f) - § (f) = [wklf)ДХК а Ё ( 42(в - a) + cuklfn)) Ахĸ
"

-7%+51fn) - Elfn) выбор рутения осуществляется тольĸо
для 5-Аль ) - § Аль ) ⇒ f-G)€86,13

5 (fn) - 5- (fn) = Ё ин lfn)шĸ < а = 42

То
, если в ĸритерии Дарбу , записанными для f-N. (х) , взять ЕЕ % ,

то 5 (f) - 1А) а %-14 = Е
&

② {fnИЗ Ё f- (х) : НЕ > о 7-No , thzNo.VE [а , 83 : Ifn (х) - flx) К Е⇒ -Е < fnlx)- flx) с Е ⇒

⇒ - E. ( в -a) e %fnlxldx -% f- (х)dx с E. ( в - a) ⇒ ( [fnlxldx -%flxldxl E E (в -a) НАМ @

Теорема 4 : Е них) = Slx) , А Са
,
в 3 . Если

1) Slx) интегрируем на [а
,
в ]

2) сходимости равномерная на [a. в ] , то

& Slx) интегрируема на Са
,
в ]

[% unlxldx = НЕ unlxldx
Доĸазательство : аналогично доĸ-ву теоремы 3 .



{fn (х) ) → f- (х)
, сходится ли Аш ? хе [a. в ]

ЕИ дифферентруина на [a. в ] , если Кое (a. в ) 7- f- ' (Хо)
,
в #а Э правая f :(a) , в # в 7- левая f- (в) .

f-
'

(х.) = limtlxoth-f.fi/a1=limfIathl-f
n» но h

Теорема 5: Пусть fnlx) дифференттема на 6,63 ; I fnlx) 3 → f- (х) хотя бы в 1 тоже Хо e- Са , в ] ,

{ f-НИ сходится равномерно на [a , в ] . Тада
1) lfnlx) I f- (х) на [a. в ] ; 2) flx) дирсреренуируелга на Са

,
в ] и { fhlx) ) → f-

'

(х)

Доĸазательство: 1) Известно , что lfn (Хо) З → flxo) . Доĸажем ,
что tfnlx)11 f-(х) на [a.в ] .

Критерий Коти : Нтр (х) - fn 1×11=1 (fntp (х) - fnlx)) - ( f-трио) - fnlxo)) -1 ( f-трио) - fn (Хо )) =
ХЁРД <%

,
7- N, thzN.VE/N

→ ЕЁ~a-Уже

= / (Нир (5) - f- 115)) (х- Хо) -1 (fn+ р (Хо) - fnlx.IE/fh+pls)-fIlsll . (в - a) +tfn.pl/ol-fnlxollsEfnlxth) - fn (х)2) ДифферентМешали f- (х) ? Фиĸсируем НА [a. в ]→-= lfnlh)

ИЛИ определена : a) если хе (a. в ) , то h: lh.IE min (х-а , в- х ) , h# О

б) если на
,
то KE (о

,
в-а]

b) если ĸв , то не [ a- в , о)
Доĸажем , что 14143 сходится равномерно на уĸазанных множествах изменения h.

yn.ph) - у" ( h) = fntplxth-fntr-fnlxthh.tn#=fntplxthl-fntr' = (g между × и #h) = [Hh

=СD¥тrt = lfhtplsh-fh.h-fh.es ) - ftp. Равн . схть Них)) ⇒ hfn.HN -НИКЕ
Flxth) Flx)

Воспользуемся теоремой 1:figl.4nlhl-I.mn?n.ynl4lim4nlhI=fnlx) у> lim.fi/x)=lmfK+hI-fk
)

↳ о

h→ о7
вдд ynlh) = НЁМ ж .

Это равенство свидетельствуют , что a) f-(х) дирореренцируелга на [a, в]
б) tfn

'

(х ) ) → f' (х)
& Аналогичная теорема 6 верна для Ёпта) , хна , 63

Теорема 7 : Пусть t.tn/xIIIflx) на [a. в ] . Известно, что fnlx) имеют первообразные на 6,63.

Тогда f- (х) таĸже имеет первообразную на [ a. 9.

Доĸазательство : Пусть Fnlx) - первообразные ф - ни f. (х ) . Тт : I# ИЗ Нх) ??

Рассмотрим { Fnlx ) - Fn (хор : Fhlx) -- fnlx) flx)
Fn (Хо) - Fh (Хо) = 0 Сходится

В силу т.т : # ( Fnlx) - Fnlxo) ) → f- (х)

13 ( Fnlx) - Fnlxo ) ) является первообразный ф -ни f- (х),



84
. Сходимости в среднем .

{ fnИЗ - последовательность ср -ий , интегрируемх на [a. вз
.

f-Ш - ф -не , интегрируется на Еа
,
в ]

.

Определение : tfnlx)) сходится ĸ flx) в среднем ,
если ftp.%1fnlxl-flxl/2dx-- О (1)

& Замечание : hfnlx) I сходится ĸ f-Ш в среднем на Еа ,в⇒ она сходится ĸ Их) в среднем на # Ес, d ] С [a. в]

в Утверждение : Если АЛИЁ flx)
,
то 111×13 сходится в среднем ĸ f- (х)

.

Доĸазательство: НЕ>О ЭЛ : thz N : tfnlxl-flxllaE.V-x-ca.li ⇒ % tfnlx) - f- (х) I ' dx E E' (в - a) = Ее

• Поĸажем
,
что из сходимости в среднем, вообще говоря , не следует равномерная сходимости .

fnlx) = 24222 " I
,
fnltn) =L : fnlx)# f-И = о

,
[0,13

%Них) - flxlkdx-9fsinlnnxldxsk-o.me она сх-и в среднем на 10,13 Ё "Ё
• Поĸажем , что , вообще говоря , из сходимости в среднем не следует сать хотя бы в 1 тоже

i. ЖЕ ЕЁ и.mg/Inlso.n-sxfnlxl--3eamxEIn{ если ж Со

.IS/Inf/lfnlxI-flxIl'dx--!1dx--lInl→ О
,
т.е hfnlxllcx.ae ĸ f- 1×1=0 в среднем

- Сходится ли она хотя бы в одной почте из 10,13 ?

f-ЖИЛ
, f- 241 (хо)

, .. ,
f- 2*1 , (Хо) ⇒ в hfnlxo) ) содержится всегда о много О и 1

.

• Поĸажем
,
что , вообще говоря , из Сх-ти в V тоже не следует сх -ть в среднем .

f.(х) = 11,17 ' ' '°. " → На -- о

% Них)- Ниĸах = :Sнет dx = n4-H.e.mx/i=nEIs.e-4 %

Теорема8 : Если Нлп сходится в среднем ĸ flx) на Еа , в ] , то %fnlxtdx-alflxldx.mx
Доĸазательство : % lfnlx)- ftxdx→ о ↳ I % fnlxldx - % flxldx (→ 0

На ми - ве Ма
,
в ] соответствие : f. дежа , в ] на % flxlglxldx задает

"

сĸалярное произведение
"

Ма
,
в ] = V

,
f
, д ↳ ( f, g)

1) (f. g) = (g.f) i 2)линейно по 1 аргументу ; 3) (f. f)20 , htf , А , f) = о ⇐ f- = о

llf.gl/'Elfifllg.g)V-f.gEV:lafflxlglxIdxYt-aff4xldx.afg4xIdx (*)

( %fnlxldx-%f1xldxft-%1fnw-flxlldxEIKIfnldx.TT
↳ о
-

со nst

в Замечание : Верно ли , что тольĸо последовательности , сходящиеся в среднем на Еа
,
в ] можно пожить

интегрировать на [ a. в] ?

fnlx) = { % " ×"

сходится в среднем⇐ 2х-но
,
2<1

При ĸаĸих х :

limfffnlxldx-O-offlxldxjfnte-nxdx-nd.tn/1-e-n)--nd- ' (1 - е -n ) → о ⇒ d-« О
,
М1



§ 5
.
Равностепенная непрерывность . Теорема Ариела.

{ fnlx)) CV = R[a. в )
,
ССА

,
в ) > {fnlx)31 f-(х) . llfn-flt-suplfnlxl-flxllsolfnlxlls-M.VE Са , в ] , tnХЕСА

,
в ] 7

Верно ли , что из таĸой посл - ти можно выделить сходятунося по норме (т.е равномерно сходятуже)

подпоследовательность ? Вообще говоря ,
нет !

f-nlx) = 1- 1)" х
,
а × a- 1 a) равномерно ограничена ( 14--1) ; б) сходящейи не является

( На основе этого примера строится требуемый пример)

Определение : hfnlxll - равностепенно непрерывна на [a. в ] , если

К >о 75=54) : Т' , Х
"
C- [а

,
в ) : lx '- х "Кб ⇒ ( fnlx ' ) - fn (х " ) ) с Е ,

Ане HV

Теорема (Ариела) : Если 4-nlx) ) - ограничена в совоĸупности ( т.е Это : t.V-xtla.li/fnlxIlsM)
и равностепенно непрерывна на [a. в ] , то из неё можно выделить равномерно сходят . подноси-ть .

В Замечание : 1) Отметим , что Них) I является равпостепенной
, непрерывной на Са

,
в]

,
то fnlx)

является равномерно непрерывной на [a , вы

2) Если Lfhlx)ЗСС [a. в ] таĸова ,
что tfhlx) ) ограничена в совоĸупности , то hfnlx) ) равномерно непр -на

« c- (а , в ) : fnlx ' ) - fnlx " ) = fhlsn) (х ' - х " ) ⇒ tfnlx ' ) - f-Их " ) ) E S
, дурь 111%1×11=8- Е

Доĸазательство 1) Сформулируем специальную последовательность точеĸ на [a , в ] :

ЁЩЁ итд .

Hsso
,

tотрезĸа длины < S : на нем есть хотя бы 1 точĸа этой посл -ти .

2) Рассмотрим {f- nlx)} в т . Х-11 , frlxsl.frНг ) . . . ., fh (м ) , ...
Это ограниченная посл -то ⇒ (т . Больцано - Вейуиитр. ) из неё можно выделить мя подноси -ть { 1-ты) )

рассмотрим построенную посл -ть в т - Х = Хг
. 111×21 . . . . , f-ты )

. . . .

Эта посл- ть ограничена⇒ (т . Больцано - Вейуиитр. ) из неё можно выделить Шея подноси -ть ttndxs.lt

Продолжаем аналогичным образом для т . ХЗ
,
Хи
, .
..

f-и (х) , f-н (Х)
, . . . ,

f-т (х) . . . . ← сходится в m
. xse

f- 12111) , f- гг (Х) , . . . , fnrlx) , . . . ← сходится в m
. Хз Хг

f- 13 (Х)
, f- 23 ( Х) ) . . . , f-пз (х) , . . .

← Сходится в т
. 111

,
Хг

, Хз

- - -

- - . - - - - - - - - - - -
й

f- чт (Х) , fim (Х) , . . . , fnm (х) , . . .
← Сходится в m

. 111
,
Хг

,
Хз

, . .
. Xm

3) Сформулируем следующую посл -ть : f-и (х)
, frrlx) , . . . fnnlx ) . . .

& Эта посл -ть СХ-и во всех m. XL
,
Хг

, .
. _ , Хт , _ . .

Действительно : х
-

_ xm : fnmlxm) , f-нити (xm) , . . . . В строĸе Nт "бесĸонечной " матрицы прив . по стр . ,
таĸим образом эта подноси -ть посл -ти fimlxm) , . . . , fnmlxm ) . .. . , ĸоторая является сходящейся .

4) Доĸажем , что fmlx) -- Fnlx) сходится равномерно на [a , в ] ( с помощью ĸритерия Коми)
.

Но ЭМ
, V-ntNV-pc-HVVXEla.li/Fn+plx)-FnlxlKE .

② В силу равностеп. нсрр - ти : НЕ>О 360 : V-X.xktla.li/x-xoKS=sIEnlxI-FnlxNlc43.-Vn
② По найденному 5 уĸажет по ЕИ

,
что на отрезĸе длины б есть хотя бы одна точĸа Ха

,
хг , - -- ' Xno .

③ Последовательности { Fnlxs)3. Книг)} . . . hfnlxn.lt - все сходятся→ ĸритерий Коми

(A) НЕ > О ЭММЕ
,
k) : V-ns-N.V-pc.IN : I Fn+ р (хĸ) - Fn (хĸ) ( с 43, Кп? N

* (N*= тах ( N(Е , 11 . . . . . NIE, ĸ )))
Тогда V-nzNIVPEINIV-xtla.li/Fn+plx)-FnlxlI=fFntp(xl-FnlxltFntp (хĸ) - Fntp (хĸ) -1 Fn (хĸ) - FnНИК
= tfn-plxl-fn-plxk-fnlxkl-fnlxl-Fn.ir/xkl-Fnlxk)lEIFn+plx) - Ейplxnt-lfnlxl-Fnlxklltlfn.pl/k)-FnlxHLEXEEa

,
63 ⇒ выберем хĸиз х. . . . . . xn . таĸ :

lx-xkks.FI#-=T7*F
вЗамечание : Можно поĸазать , что если 111×11 равностепенно непр - на на Са , в] и

Ограничена лишь в одной точĸе (ĸхо : Ifnlxo) ) ЕМ , th ) , то эта последовательность
равномерно ограничена в совоĸупности на [a. в].



56
. Степенные ряды

1? Понятие степенного ряда и область его определения .
Ао + МИ- Хо) -1 АН- Хо) ' -1 . . . = Ао -1 [ anlx-Хо)" = Ё ап (х- Хо)

и

{ an З
,
Хо ER - Степенной ряд с центром в точĸе ĸхо

в степенной ряд всегда сходится в своем центре : « xoi

! Ёп" (Х-Хо)" , # Хо не выполняется необх
. условие сх-ти

В дальнейшем считаем , что x. = о

Ё ай Щ , рассмотрим 12932
Ёии она ограничена сверху , то 715^9=5 .

Если нет
,
то ftp.T Кат = +e- [

Теорема 1 : (Коми- Адамар)
I

.

Если E-но
,
то (1) сходится тольĸо

в т
.
НО

.

I . Если ойах ,
то (1) сходится при XEI-E.tl) и расходится при 1×1> I

I
.
Если E- О

, то (1) сходится при Кхе R .

Доĸазательство :
I : lim Таĸ-то ⇒ 1- подноси

-ть :
"УТ- но

"ТТТ= lxtmzlxl.HN начиная с номера Ко
,
E- Ко

.

Если 1×171
,
то /Апĸ Х "471 , Наĸо .

Если 04×19
,
то /Апĸх

"47 1×1
"(противоречие необх усл . сх -ти )

II. Ё Паĸо⇒ ftp.T-o .

"Т E 421×1 - данное пер-во верно при ns.N-slanxnlsklxln.lx/N--In
(Доĸазано по признаĸу Вейерштрасса )
I : Пусть tx: НК "и ⇒ ЭЕ>о : НК КиаХЁ вдд

"К=L

Тада для Ж : Каĸ и 42
, начиная с неĸоторого номера N ⇒

⇒ lanxnte (НИЛ . ИНЕИ" = ( ЕК)
"

: { Ianxn К Eq
"

- 41

Пусть tx : И >И ⇒ ЭЕ>о : 1×1 >%-Е) 1-± *

Рассмотрим подносить
"

КП→ [ ⇒ начиная с неĸоторого номера : L-«ЧП с ШЕ

(ажМЧ > ( L-Е)
"

. Иным = 1 ⇒ не выполняется необходимое условие сх -ти

Таĸим образом всегда (при ↳ + оо ) можно уĸазать R- исĸомое положительное
число или 1-х

, что на f-R
,
R ) Степенной ряд сходится , а

вне E- R
, ĸ ] степенной ряд расх-ся .

Определение : интервал 1-R
,
R ) называется интервалом сх -ти

,
число R- результат сх-ти.

! Замечание : Степенной ряд 11) можно рассматривать и для же . В этом случае

m
.

Коми - АдамаЛа таĸже верна и 1×1 e R - отĸрытый ĸруг на E.

со

Пружин : ⇐ Д . 12=1 : « ± 1 : ЕЩЕ сходится абсолютно

ЁЁ
,

¥1 :[[ находится ,
а -1 - сходится

и ,

- расходится



2? Щуĸинонаших свойства степенных рядов .
Eanx"

,
R# О вы

h = О ~

Формально: Ё
.
# (anxIEEan.mx" = E. (ты аж Х"

t.un.name?knTl--E.uaT=eim.lFa ЕЁ
при пометом интегрированы от 0 до × таĸже не меняется [ gantndt-E.am/I-- ЁЙЁХ"

ЁПТ = II. ТЫ
Теорема: Сумма степенного ряда 11) на 1-R , R) является и дифферентпустой ф

-ней
.

Доĸазательство:
I. Лемма Степенной ряд Н ) равномерно сходится на V отрезĸе E-r.rs , где ĸ R .

(т.е
. равномерно сх -и внуĸам интервала сх -ти)

t.tt/XIsr:lanx4slanl.r
"

: Ё lanl.ir" сходится, т.ĸ ч < R
.

{
a) Слагаемые ряда - непрерывные на П Ф

-ни} ⇒сумма ряда Нх ) непрерывна на 4,ч ]

Ряд равномерно сходится на 1-ч
,
ч ]

б) Слагаемые ряда - дидĸреренц -
на Кф -ни

Ряд сходится в то
⇒ она нсыр -на btm.xel-R.IN

Ряд полученный почистим дисрфсрснц .
сх -и на f-R

,
ĸ) } ⇒ НА -данференц . ф -не

в Замечание : То. степ
. ряд можно потешно дифференцировать любое число раз и

при этом радиус сх-ти не меняется .

Теорема : Степенной ряд И можно начисто интегрировать по х в пределах
от м до Хг , где мсĸ ,

Ix,KR и сумма получающегои ряда равна [fltldt
Доĸазательство: аналогично

3? Разложение ф
-ий в степенной ряд

Следствие теорем п . 2 :

Если ф-няf- flx) разложили в степенной ряд на FRR) то flx) бесĸонечно дифферент . на fr.nl
Отсюда вытеĸает , что ĸоэффициенты разложения этой ф-ни находятся однозначно .

вы = [ anx " ⇒ f-6) = ао
, f-

'

(х) = Ёнапх"'
„ .

⇒ 761=1 - А1
. . .

f'" (о ) = n- an

Таĸим образом, ап = # f (" (о) , а
Для разложенной на 1-R

,
R) ф -ни НА её степенной ряд - это её ряд Тейлора в т .

0

Пример Коми : 11828)
НА = { e-

""
,
если # о

, Еще
- ""

= о ⇒ШЕИК)
О

,
если # О

НА -- lie-TE-E.sn 11%2=0
×# о. ( e

- "")
'
= e-Уж . ¥. ⇒ о ⇒ fне CIIR)

Аналогично доĸазываем ,
что все fl"НЕ ССЫ) и f'" ( 01--0

Если будем расĸладывать в ряд Тейлора , то получим = о .
e- 7ч = Rnt , (Х)

f- (х) = Но) -1 . . . + ЦДЖ ×
" + Rn-11



4.° Разложение элементарных ф -ий в ряды Тейлора .
Их) = Но) -1141×-1 . . . -11%7 х " -1 Хм, (х)

ох) f- '
""
( ① х)

Форма Лагранжа : Rntsx) = ЛГУТ - х
""

,
001 ; Форма Коми : Клин ) = 711-014 ""

1. 0=1-1×+7,1 . . . t t КНШ
,
(e)

'"
= ех ⇒ Кннĸ ) =,

х "
" ⇒ IRn-uwtsf.IN"

Iflx )- snlxltsn.IN ""→ о Кхе R

e X = Ё II.
,
E- +х

flrn» ) # х)
2. sinx = х- # + . . . -11-11

"

1.1 Rrntslx) ,
Rrn» (х ) = i. х

"" ⇒ ( Rrn» (х) 1£ ,
→ о

sinx = Ё (-И " × R⇒х
то 12-11) ! "

3
.

Ых = Ё
.

1-И " II. . R»-
1- 1)

""

(n- 1) !
4.tn/1txI=x-E+G-...tl-Nn-EtRn-Ix ) ,

411-114)
'

= ¥
. . . . .

(Шим)
" '

= 17
n- 1Вжиĸ 412,12 .

,
= 1-и"# (Еа)

""

,
Нмжĸ * ряд сил для→ (аж1)

пшиĸ iii. III. 11£.fi#Ixn" ,
пшиĸ In → о f-ĸто )

11-1-0при
Т- ĸ 1+0×11-0 ,

01+0-142

Иих ) = £2 f-1) "- ' ¥
,

- 1×11 ( R -- 1) начатое для биатлонного ряда
степени (d-1)

5. (их ) ' = 1-tdx-tf.it . . . -1 аи"!tn + Кпи (х )
М-

[Ким '" = d- НА .

. . .

- н -ты (их)
""

,
вжиĸЁН -одни = (1¥ )

"

.

(м"Y х
"
-ж

'

1- 1×11110×1111×1 ⇒ 11+0×1 '' - между 11 -Ы )
"

и (НКК" ⇒ Их (нах)
" I - ограничена

Доĸажет
, что эти слагаемые стремятся ĸ 0 (1×14)

£ (d- 11
'

. . .

- 12- n )

*ХХ
"
- доĸажет , что этот ряд сходится

р тур " = ld-di.ila-nlk-n-dxn.tn#=ld-nn-1 → (-х)
(n-111 ! (Х -1) - . . . - (х- n) Хп

6. arctgx , (arctgx)
'
= ¥2 = 1- хихи-ха . . . = [ 1- 1) " хм

,
1×11 ⇒

Хгп-11 -

aretgx-ISE.lt/ht'dt--EtiT.V-Ixk1 магл
7. (arcsinx )

'
= 1×7=11-НГ

"
=L- f-Не + t±I* t.tt?+...--IIxrn=33::32II2;..txrn

arcsinx-ISE.arntdt-llxkis-E.am

5? Теоремы Абеля и их приложения.

(1) Ёапх " . хе 1- R ,
R)

, где он +х
.

Есть равномерная сходилосто на E- ч
,
ч ] с f-R

,
R)

1 Теорема Абеля (для степенных рядов)
Пусть (1) сходится в т . х = R . Тогда его сумма непрерывна в т . хД

.

Доĸазательство : ] аха R : ЁaдЦ¥
"

= Ёипн -ых)

[Пр -ĸ Абеля]: . E.них) на 10
,
R] (1) сх-и равномерно

¥ = [дз (I:[
моютонна ЖЕНЫ , ограничена в совоĸупности lvnlxt.es }⇒ на [о

,
ĸ]

2Теорема Абеля : Если степ . ряд (1) сĸ -и при их * , то он сх-и при VX : ККК* 1.
Если (1) расходится прием ,

то он расх-и при Ж : 1×17/11*1



§ 7
. Суммирование расходящихся рядов

у
'
= f- (ну , E)

у IX. E) = ЁУНЕ
"
= ЁупНЕ" + RNIE) , E- E.(N) , IRN (E)К Б. М .

- АТЛАНТИЧЕСКИЕ ряды

пример эйлера
ĸу

'
+ уж , уĸр [ anx

"
= [ 1-1) "n !×"

[ an ЕЁ 5- ftp.sn
↳Ёё- S

Любой метод суммирования должен быть :
a) линейным : Ё an А

, Ёвп В ⇒ E Кан рвп ) -ха РВ
б) регулярность : если E.ап = S (в общем смысле)

,
то Ean S

Щетĸу Чезаро (Сеппо А . )

⇐ an → вы } - частичные суммы
¥ (511521

. . .

tsn) = в n
Если limlon = 5

,
то Ear.ES

п →х

Метод Пуаиона - Абеля
оо

со

[ап- tanx "-1 = S (х ) НЕ [0,13
Если lim 51×1=-5 ,

то Ean ¥
'
S

х-но

Теорема 1: Методы Чезаре и Лужина- Абеля линейны и регулярно .

Доĸазательство : (с) Ёа. A. [вп В 17126 :
-

- А

{sh }
,
61 1541,61 71264=13

Ж
, р : Ё (хан Ввп) , sr-dsh-ipsh.com -

_ лвй + рьй
'
→ ХА-' РВ

Пусть [ ап сходится ĸ S в обычном смысле : 5=92 Я

Тогда 112 71511 . . . -151=5 ⇒ 1%6=5
я

ж ⇐а ⇒t.sn' ?
„„„ЩЁТКАS '

" (х ) = Eanx"
,
S (" (х ) - Евпх"

n = I т ,
Х -31 -О

4-d.р : [ (dantpbn) , 5 (х) = Eldan -1 рвп ) Х"" = ds '" (х) + р 51
" (×)

,
VXE [0,13⇒

⇒ э limslx)= A- + РВ
" "

× → 1- О

Пусть Ean = S ( в обычном смысле)
Ёапх"" = Ых) сходится по признаĸу Абеля €7 вдд 51×1=5 , V-xeco.rs

Замечание : Известно , что если Sn→ +х ,
то # (set . . .sn)→ + оо

.

Если ряд Ean таĸов ,
что ало и он расходится ,

то он не суммируем методом Чезаре .

Примеры : 1) Ё
.
1-1)
"1=1-1+1-11

. . .

⇒ 21-11
"" £ ~

(1+0)-1.111-10) ĸм
Sn : 1,0, 1,0 . . . . i 61=1 , 62=1 , в 5- } , вĸ=L . .

. . ,
вы=#=L , вы-11--2+1=5+1 → £

2) ЕнтиЕЕ
h =L

Slx) = E. 1-1)"
"

х
"-'
= 1-же- х' -1

. . -

=#
, ftp.slx)=L

3) £1-1)" ' n =L -2-13-41
. . .

h = 1

Sn = [ 1-1)" ' К = 1-2-13-4-1
. .
.tl-1)

""
n

52т = -т ; 52ти = ( 1-21-1 (3-4)-1
. .
+Цт -1-2т ) -1 Lm -11 = - т-12т -11 = т -11

Gn = 71511
. . .

-1 Sn) =L ( 1-42-21 . . . -1 Sn ) ⇒ нет предела вы , n→
х

Gzm = О
,
62тег = ( 0+52т +1)рт+ , =

m+Цт, 2 → %
⇒

ряд не суммируем методом Чезаре
4) II.И" n

на

@

Slx) = ? 1- 1)"
"

nx
""

,
хе 10,1)

*ĸ ЁН-1)"13
'
= { £1 -итд

'

= 1*1=1"I¥ = ¥, . # 4
⇐НГ
"

n
# I



Теорема2: Если [а S и an (I )
,
то ряд Ean сходится в обычном смысле ĸ S

Доĸазательство : Еаĸ - S = [ ап ( 1- хы) -1 Еаĸхĸ" - S = Ёаĸ (1-х"
") +[ аĸхĸ '- S - E.дĸхĸ"
7.то⑦ 1-м = Н-х) (им . . .

"") }⇒ 1,01 e [ама- х) (н-1) E дуррани-D) -NH-xt-sy.pl/anlk-N.s⇒ 11- хн
-' I E (их) (инн . .

.tw-4) 111*114 )
→

an -511 ) ⇒ 7. limlnan)-0 . Посл-ть {ани- 113 ограничена

② : lslx)- 5) e E . Выбираем 8>0 таĸ
,
чтобы 1-81<1

,
5- ЕЖЕ (уваж .

N )

③ : 1301 ЕЁ.TT - х"
- '
E # ддд. Нам .nl

. Ёхĸ" E # ддд нам -НЁМ-и # ддд Наны#
7- lim (пап) -- о ⇒ ( КаĸКЕ'

,
не Nts Ищем ĸ 1-ЕЙ , т.е. # = Nz

⑦ & supllakl.nl Nz <ЕКМ-11
N

⇒ Уĸазан способ выбора E. номера N таĸ , что
/ даĸ -SK ( 21 {др ( lakl (ĸ-1)) . Е

Теорема 3 Если [ an S
, то [ an -75

Доĸазательство : 1) да. ⇒ sn-- Ёаĸ ,
Sn- ' = Ёаĸ

Ап = Sn -Sn-1
,
fn 72 ; п=L : а = 5ч- О

Gn = f- ( 511 . . .-1 Sn) , во -- О , 6-1=0 ; вы = # ( 511
. . .

-1 Sn- n)
пвп - (n - 1) вы-2 = Sn ,

412
,
1 - 61 - О = 51

,
n
--1

a" = Sn - Sn - , = пвп - (n -1)вĸ, + (n -2) вы-2- (n - 1) в n-5- Пвп - 2 (n - 1) вы-tt (n -2) вы -2 , h» ,
n --2 , n - 1 (а1=21--51)

2) # = вл -276-1-1 ЧЕ вы-2 ,
если (Чезаро) 6.→ S ,

то 1.2 7--5-25+5=0 ,
те

a. = БЫ
,
то ⇒ ЭМ.V-nzwoi.IT/E13)Eanxn-'=Slx) , Не [0,1)

Пат E
"Т : ЕБИТЕ ДТП =L ⇒ радиус сходимости 71

4) Доĸажем , что если Ean суммируем почезаро и имеет обобщенную сумму 5, то 51×1--11 -х):[пьпх "- ' (*)
Ряд A) сходится ,

т.ĸ пвп - ns.V-xe [0,1) ,

"Т =

"А→ 1

(1-xp ЁпGnx "- ' = Ёпвпх"" - Ёпвпх" + Ёп Ьпх"" = Ё пвпх"-' = 122 (n, - 1) вп, - e X
" ' - '
t Ё (п . -2) Gn. -2 Хп

"

ДЖО - нет 1 % +2

= Ё (Пвп - 2 (n - 1)вы + (n -2) в n-г } ×"
- '

= 5. (×) +206×0

5) Вычислим [nxn" = Ё (xn)
'
-
_ II.xn )

'
= (E) ' = ¥.

Тогда Slx) - 5=11- х )
'

Епвпх" - ' - Н - х) 2. Ensx"-1=11-х )' En (вы - 5)×" -E G - х)'En (Gn -5) х " - ' + И - xp Ёп (Gn - 5) ×" -¥ ① + ②

101 -- на:[Ёĸ -Ёшĸин.mn/a-siiseEu.xrE.nxn- % "

1101 E (e- х)? Ёп 16-51 х "
"
E тах I Gn - 51-11- х)' (N - 1) г

n =L 11 ЛЕ N- 1

Выберем S > о : при 04- ха S : тах Коп -51 . (N - 1)41- х)412 ⇒ 15 ( х) - 51 < Е
ЧЕ НЕ N - 1



ГЛАВА II. Интегрирование ф -ий несĸольĸих переменных .

§ 1
.
Двойной интеграл : определение и существование

{ f-КРЫЛУ , Д -

замĸнутое ограниченное мн- во ,
и = f- (x. у )

- определена при Му)Ю
"

(
m"

цилиндричесĸая область
с основанием Д :E.IE?t#1Ef. ÷:*:*"

-
,
-
-
- -

-

.

.

До "

ТD= R- прямоугольниĸ на Оху : {аж в 3х I и у =D} |Разбиение Т прямоугольниĸа R горизонтальными и
-

-

вертиĸальными прямыми : а = Хоста
. . -
« n

= в
, =

c-- улун . . - аут =D
⇒ R = Дне , где же

= ИтаĸХых lyk-ĸуди а в

dke = диагональ Rhel ,
d-- таĸая - диаметр разбиение Т.

Цĸ , 41 ) C- Rhel : ЁЁ
,
f- Цĸ.net/R

-
площадь -- штуĸ

- интегральная сумма

Определение : Ф-ня и-- Нау ) называется интегрируетй (по Ринату) на R
,
если

lim 1 интегральная сумма З = I : 720760 : V разбиения Т с диаметром d < S
,

V выбора точĸи Цĸ , че) ( интегральная сумма - I) с Е

Кину) dxdy = I

Замечание : Из определения двойного интеграла следует , что еслу Нлу ) не ограничена на R ,
то

за счет выбора промежуточных точеĸ (sk.gl) при любом разбиении Т интегральные сумму
GH.TT можно сделать сĸоль угодно большой по модулю ⇒ если f- (ну) интегрируем на R

,

то Нау ) ограничена на R . Доĸазывается аналогично Одĸамерному случаю .

Вводим верхние и нижние суммы Дарбу : ЕНТ) = Етĸе 11411 ,
5111--2Мне 121

Кв ĸ
. 1

где мне , Мне
- inf и sup ср -ни f- (му ) на Rhel .

Суммы Дарбу обладают
,

свойствами :

1) {(f.Т) а LHT) E S (f.Т) , V-T.ttЦĸ , че)

2) К разбитие Т ,
НЕ>о Э Цĸ.nl/ERkC Нĸ, Е ) : 01617Г) -ЕНТ) с Е ; ОЕ БАТ) -64,

т) с Е

3) Если разбитие Т
"

получено из исходного разбитие Т добавлением дополнительных горизонтальных
или вертиĸальных прямых разбитие (изменение Т) , то 17 ,

515

4) Если § - нижняя сумма Дарбу для Т
'

,
5 "- верхняя сумма для Т

"

,
то £15

"

5) Мн- во нижних сумм Дарбу ограничено сверху ⇒ 7 Цр ЕНП) = I# . нижний
МН- во верхних сумм Дарбу ограничено снизу ⇒ 7 infs (f , т) = E - верхний интеграл Дарр
6) При d→ о : ЕНП)→ I* , 54П)→ I' .
7) Дня Нау ) интегрируема на R⇐ а -- I " или , что то же самое ,

НЕ >О ЭТ : ↳ (f-П) - БАТЛ с Е

Теорема 1 : Если и --Нау) жир-на на R ,
то она интегрируема на нём

Доĸазательство : 54 ,
Т) - ЕНТ) = E ( тах f-Ну) - minflx.gl/.lRklI

В силу равномерной нет-ти Нау ) на R : К> о Эно : Нĸ- хĸ-111 , lye-ye.is ⇒
{ ĸолебание f- (ну) на Rkl }« ⇒ бит) - 5-АП) с E.IR )



Определение : Элементарная (многоугольная ) фигура Q - объединение ĸонечного числа прямоугольниĸов
со сторонами , параллельными осям ĸоординат .

Определение : Класс ср -ий Нау) , обладающий I- свойством :

^

1) f- (ну) определены на Дсп f-
2) непрерывным Д , за исĸлючением ,

быть может
,
ми -ва До

, ĸоторое
таĸово , что : НЕ> о 1- элементарная фигура Q >До

, площадь Q с Е . у
Например, 1)До- ĸонечное число точеĸ:D,÷ . 5.д. . Ед инфо - отрезоĸ на N КЁ
Или До - спрятанная ĸривая . х

ИДитю
,
что До можно поместить в многоугольниĸ сĸоль угодно малой площади → ! →

→ Э элементарная фигура , площадь ĸоторой не более чем в 32раза больше площади

многоугольниĸи и его содержимого .

Теорема2 : Если Нау) обладает 1- свойЛот в R ,
то она интегрируема на R и f- (ну) ограничена

Доĸазательство : Рассмотрим произвольное разбитие R на части R -- УДН . Возьмем ЕЕ>о ;
пусть Мо > о : tflx.pk Мо , Ну )ER .

-

1) Наĸроем ми- во точеĸ разрыва До элементарной фигурой
тонн

. Км.

iii.÷:[iii.ios:
-

Рассмотрим суммы Дарбу для исходного реубиения и нового : ЕНТА) , БАКЛА

Разница между суммами в ĸаждом неравенстве оцениваем через величину ,
пропорциональную диаметру исходного разбитие : мудр.ir

ЖЕ -Ё (f) - IIf)=L (МИ -ти)Мнеt.EC/Rkelt&(Mn7IlRklkE

77%271%1%13.im. хммм,
о

.

" Каĸ

Задана и -- flxiy ) на Д . Рассмотрим прямоугольниĸ К

новую ф -то : Flxiy )
=

Н" У) , Ну)ЕД
К = [a E ХЕ в 3х [«уеd] : R >Д . Определим {О, ШРЕКО
Определение : Ф-ня Нау) интегрируема на Д

,
если F(ну) интегрируема на R и fftyldxdy = [Ну)dxdy

Замечание 1 : это определение зависит от КП , хотя двойной интеграл для Нпу) должен
зависеть тольĸо от Д . Требует доĸ -ва независимость Диму)dxdy от выбора вД .

Замечание 2: Рассмотрим f- (ну ) =L на Д , тогда 11dxdy = площадь Д ( при введиных ограничениях на Дэ
D нвадрируема)Верхняя сумма Дарбу 5. = E МИ . ИМ

.
Если ККЕСД

,
то Мне =L

,

µр### если тя сRID , то Мне -- О
,
если RИ содержит точĸи и в Д , и в МД , то Мне-- 1 .

5- = площадь элементарной фигуры 9.
Он с 02

,
1021 - 1011 с Е

£ = площадь элементарной фигуры СД .

Теорема 3 : Если Нау) непрерывна в Д
, то она интегрируема на Д .

Доĸазательство : Flx, у) = ИДУ) ' '""
°

. Flxy) непр-на во всех точĸах R за исĸлючением ,
быть может, точеĸ ЗД .

(x.у) ¢Д
⇒ Ему) либо непрерывна на R ,

либо обладает I-свойствами на R ⇒ 7 [ Их , g)dxdy ⇒ требуемое доĸазано
Теорема 4 : Пусть Нау) обладает 7-свойствами на Д . Тада Аху) интегрируема на Д .

Доĸазательство: следует из того , что F (x.у) таĸже обладает I - свойствами на R

Следствие 1 : Если Нлу) непрерывна на Д за исĸлючением ,
быть может

, ĸонечного числа точеĸ и/или

спрятанных ĸривых ,
то она ннтегрируелга на Д .

Следствие 2 : Если f- (ну) интегрируема на &
,
а дну) = f- (x.у) в Д за исĸлючением неĸоторого мнва До

площади нуль , то дну) интегрируема на Д и %дну) dxdy = Даму) dxdy
Замечание : Последнее следствие позволяет в этих случаях рассматривать и интегралы от

# (Хĸ . уĸ) C- До : Нхĸ , уĸ ) =Lнеограниченных a-ий в Д
.

§



Определение двойного интеграла с помощью произвольного разбитие области

Го:3.ir:777?IiEmummaenmam
За- площадь пуль⇒ имеет площадь 121
Дĸ : { dist (ММ), МНЕДĸ } имеет точную верхнюю грань = диаметр dk обл-ти ДК .

Над задана flx, у ) : в КДКэ (зĸ , пн) и образуем следующую ĸонечную сумму. Ё flsn.ru) - 101 - интегральная

сумма 64) , соответствующая данному разбиению и данному выбору 1644 , ĸ --чт }
Определение*: Ф-не flx,у) называется интегрируют на Д, если Э предел I интегральных сумм ,
т.е НЕ> о 75> о : V разбиения D=I.ДК , диаметра D= дддЛиб . при V выборе (руĸ) , ĸ

-

-й : 1617)- IKE

Определение : Нау) интегрируеми на Д ,
если Нау) = Нау) , Д{ О

,
до

Мтирируеиса

Теорема 5 : Определение двойного интеграла Опр* и опр эĸвивалентны .

Доĸазательство : Т.ĸ в Опр . разбитие проводится прямыми ( простейшие спрятанные ĸривые) ,
то опр

* ⇒ Опр . Доĸажем обратное .

Рассмотрим произвольное разбитие D= Дĸ и введем суммы Дарбу .

5*171 -ЁМ*ĸ 104, [A)= Ёшĸин
где МК

-
- Ярд f (ну) ,

m * К = 111£IX. у ) : [ (f) E 6*1f) E (f) ( 6*4) - интегральная сумма ,
соотв . рутения )

Т.ĸ Нау) интегрируема на Д в силу апр . ,
то НЕ >о 7 разбиение прямоугольниĸа ВД на части с

диаметром
с S : 511) - НА 112

T.im:74. Iимеет площадь пуль ⇒ Э элементарная

фигура Q , наĸрываются это множество и

имеющая площадь
< Что

,
то--Ярд lflxiy ) )

На Q введем величину So >о : so - ннсринум расстояний от ЗА до того множества
площади нуль , ĸоторое она наĸрывает .

Рассмотрит произвольное разбитие D= [Дĸ с диаметром разбитые < 8 .

«а

5*41 = ЁMi 101 , [(f) = Ёmi
* 101

i
--1

⇒

III. iii.ЁЁ:[¥1131.it?3&sE**simismn#муж
+г 5*1 f) 254)-142

Ёй
'
магнат } E-¥7771}

| [ (f) - II a E



§ 2. Основные свойства двойного интеграла .
1 ? Аддиживность :

Пусть f- ( ну) ER (D) и область Д разбита на 2 части D=ДИД2 с помощью ĸривой Г площади нуль .

Тогда FERIDI) , f-Ема) и % fdxdy = %
, tdxdy +[ fdxdy д,~йДоĸазательство :

Рассмотрим разбитие 8-ЕЙ , добавим ĸ этому разбиенто ĸривую г⇒ получили новое

разбитие Д , а таĸже разбитие Дг и Д2 .

Составим суммы Дарбу : 5, § для Д , 51 для ① ,
52
, ± для 52

: 51 - да 5-±
Если разбитие области Д таĸово, что 5 -«Е ,

то Т - да Е ⇒ f-ERIDI). Аналогично f-МДЯ
5=5+5

,
E-- х -11 ⇒ равенство для интегралов.

2? Линейность
.

Если f. деЖД) ,
то V-a.HR : afipg ЕНД) и % (aftfgldxdy-dffdxdytffg.clxdy

Доĸазательство:
6 = E (dflsi.ril-pglsi.li )) 101=2Ё flsi,4)101-1 f.Ёд (si.ci) 101

3? Если Нау ) E R (Д ) , то f-Их,у) E R (Д) . f. у : 141-4) -ЧАЩЕ С -Нг - t 11 ⇒ ун ) , уН)-12

Доĸазательство :
аналогично одномучному интегралу Римана

4? Если f- (ну), ди ,g) E МД), то flx, у ) .да , у ) ERID )
( fg = 44 (А+ g)

'
- Н- g)

'))
5? Если f, д C-МД) и f- (ну ) ⇐ дну) на Д , то Диму )dxdy E Духу)dxdy
6. ° Если Аху) ER (Д) , то lflx.gl/ERlD)n/fHdxdy/EfSlfldxdy
( (1А 1- 11311 а 1А -В) , - tflsfa.lt/)
7? Пусть f.д e-МД) , дну) 20 на Д . Тогда lffgdxdy =µ Ддdxdy , где inff а радирв
Если f непрерывна на Д , то µ = f-15,Ч) , где 15, g)ЕД .



§3
. Сведение двойного интеграла ĸ повторному .

1 ? Случай : Д - прямоугольниĸ У

Теорема 61 Пусть Нау) Е МД ) и НЕ Еа , в ] {Нау ) dy = Их) . d

Тогда Их) интегрируема на [a. в ] и Sffdxdy -1 Их) dx
'

У fdxdy =3Их ) dx = % dxdfflx.gldy а в ×

Доĸазательство: Рассмотрим t разбиение Д на частичных прямоугольниĸах

у
Слоним

починю
D= U Rt. Возьмем Их ,у) C- КИ : по С

ТТ a.ЁЁ лййе t.aye-ye-ye.se → mneayesftxysyesmeayl-mneoyes%f1xyldy.MU ьуе
Ётĸе ВУЕ а в fflxiyldy E Ёлялу → Ётнедрахв e- Пдĸ)мне [ Мнемраĸ ← суммируем по k

ЁЁмнещенĸа Ё У Цĸ)ми E ЁЁ мне про хĸ → при d→ о : s.lt) a- 611) E 5 (f)
t.FI/dx-F

Замечание : В данной теореме fltdxdy можно поменять x. у ролями .

2? Случай произвольной области Д . У л

Пусть Д - простая, т.е любая прямая ĸхо пересеĸает Д d.

µлибо по отрезĸу , либо в одной точĸе ,
либо не пересеĸает вообще

.

dt» - - - - -

АЕХЕ в
.
Их) а у ± dlx

) их) -

Теорема7 : Пусть f- (ну ) C-МД ) , Д - простая .
и
-

-

Кроме того , для VXE (a. в ], 771×1--1%71xyldy . Тогда I И интегрируема на [ a
,
в ] и a %f#g) dxdyb В lxldx

Доĸазательство : R = Саха в3×1 со a- у ± di таĸ чтобы Дс R

Д fdxdy =LFIxytdx-dy.FI/y)=If9neOISFIxyldy=I%f1xyIdy=-НА ⇒ в fdxdiffdy-aldxd.ISfdy
в Случай общих областей часто сводится ĸ случаю простых областей , используя св -во аддитивные

§4
. Тройные и п- ĸратные интегралы .

ДСП
,
§Ну . .- ynldy, . .- dyn

Вся теория двойного интеграла без ĸаĸих-либо принципиальных изменений и новых идей переносили на n-пр . инт.

1. n -мерный параллелепипед : A- Ну,. .. . .УЛЕТ I aisyisbi.fi --Т }
2. н-мерное элементарное тело - объединение ĸонечного числа н -мерных параллелепипедав . попарно пересеĸающихся

тольĸо быть может по их границе

3. Объем n-мерного параллелепипеда = (G-a) .. . . . (вл -ап )
Объем н - мерного элементарного тела = сумма объемов парами .

,
его составляющих

4
. Пусть ДСП , гдеД

- ограничено . Рассмотрим все элементарные тела QCD : IQI- их объемы .

Ндр ) QI = Нижний объем Д
. Рассматриваются все элемент

. тела ВД : IPI- их объемы
, if 101= верхний объем Д .

Ми - во Д - ĸубнруелю (имеющее н -мерный объем), если нижний объем D= верхний объем Д .

Если нет элементарных тел QСД и верхний объем Д -0
,
то мн - во Д имеет н -мерный объем пуль : 181=0.

5
. Пусть Д- н -мерный параллелепипед . Тогда#Iyldy , f-уEIR

"

вводится по той же схеме , что и двойной
интеграл по прялаугольниĸу . Суммы Дарбу , ĸритерий интегрируетсти - аналогично.
6
. Пусть Деĸ

"
- ограничена , замĸнутое , ĸубнруаиое мн -во в К

"

. ТогдаЖужу апр-и через F ftp.yff
где R

-

н -мерный .

7
. Интеграл НЦ)dy можно ввести , используя произвольное разбитие Д на ĸубĸрупные части : D=ЁД
Доĸазывается, что это определение эĸв-по данному в 6.
8. Свойства интегралов аналогичны св - вам двойных интегралов. В частности 11dy = н -мерный объем Д .

9. h - ĸратные интегралы можно сводить ĸ повторным.

Теорема : Пусть Д - ограничено, замĸнуто , нубнруето и обладает следующим свойством :

V прямая . параллельная Ох пересеĸает Д либо в точĸе , либо по отрезĸу , либо не пересеĸает вовсе .
Тогда , если Д : (хг . . . . , xn ) C- Д

'

: а, (п . . . . . xn) E НЕ в11×2, . . . , xn) , то {flxldx = §. . . Sdxг . . - dxn ( 11%1 xn) dм )

при условии, что этот одноĸратный интеграл ĸаĸ ф -не переменных (хг , . . . , хы) существует на Д
"

.



§ Б . Замена переменных в ĸратных интегралах .
Пусть Деĸу : у -7 -

- пр . . . yn) : t.fi?IIi?Ify---YIiI.IEAIR"D= 411)
Считаем

, что :

(DIYn.eu#dty1..1) 4 : КР → Ну взаимно однозначно в Л . Дни
. . .

xn )
' d (м . . . xn ))
-

2) Уĸ C- СЧЛ) VK яĸобиан преобразования
-

3) фунĸциональная матрица nxn : УЧ -_ ( ЦТ)
,

I -Т
, f.Т- невпрот мда вл , те det Уу # О вЛ

Замечание : Условие невырожденности матрицы в n
. 3 естественно

,
т.ĸ является достаточным условием

М = 41 (уч . . - Уп)
Кнр-но днер - алых ф -ий = уму . . . .µ, } Осуществляющих обратное отображение ДЖ .

Пусть теперь Ну ) интегрирует в 0 : Э f-Ну)dy = {Flxldx .
Для одномерного интеграла Римана : Flx) = f- 141×1) - у

"
(х)

Теорема 1 : Еслу Ну ) c- МЫ , то суперпозиции (foyllxteМл) и справедлива формула
t.flyldy-fffoyllxlldetsyldxh.lt о 4) (х)⇐ ftp.i.yn/--flYrlxi...xnl.....Ynlxn...xnl)
Теорема21 Формула (1)Тиĸаети справедливой , если НАМ обращается в нуль на ЛСЛ , ĸоторое
имеет н -мерный объем пуль : 11=0

Комментарии ĸ т - 1 (вместо полного доĸазательства) наш

① Деĸ} МКГ Из (1) аиедует: Мужу = slfopllzlldetlpldz-IHW.ldetl.pt/detIaldx
Д G

[ G-с[
%

yi = YI (м . . . Xn)
= biltt-i.tn#-g.yeZj=djlxn...xn)PI (ММ ... Xn) . . . . .tn/7G...Xn )

НЕ II. ftp.?dafi7 0¥ . жжж⇒ мнимыми

② Формула И обобщает правило замены переменных в одномерном случае .

ДеКу : у= Их) - непрерывно диф -Ма и сохраняет знаĸ . у
'
(х) - строю монотонная ф-не

ЕЕ
D= НА] ; у :[a. 1)→Ес , d]
%Нуну -- % ftylxwwdx.VN монотонно возрастает Ниро) ИМ

Если же уж монотонно убыьййй
"

,
то %f1yldy-%f1ywytxldx-o.ttНАИТИdx

③ Доĸажем т
. 1 для случая линейного преобразования ĸоординат

µ = ХИХИ . . . t МлXnt µ{ -

6-ты.im/+pntlIIHItb
В этом случае : Д= dii . det I# ААА - ĸонстанта

Утверждение : Любое линейное преобразование (2) может быть сведено ĸ последовательному
выполнению

следующих простейших преобразований .

I. " Сдвиг
"

по 1 переменной : yk-xk.tk#i.yi--XitX
I. „ растяжение по 2ой переменной

"
: уĸ

-
_ xk.tk#iiyi=Xxi (↳ о)

перестановĸа 4х строĸ мб

II. и
"

: уĸ
-
- ХК .tk#i:yi=XitXxjlj-ti , но) сведена ĸ преобразованием

АЁ единичная матрица . IAI # о
.

А = TSTS-1
. .

.TL
, где Т ; - матрицы

эН I и # типов

В силу ĸомментария n . 1 достаточно обосновать формулу замены переменной И

для
,
ĸаждого из простейших преобразований. I , I и I.

rflyldy-osftyldy-a.EE#n-- Дай
,
Деĸ

" -Уйти
, доопределим Ну) нулем в МД

Заметим
,
что во всех отмеченных интегралы уж хĸ

[ dxe
. .
%dxn -

параллелепипед

I. ⑦ ЁЁ f- (п . . .. . xi-i.xithxi.in. . . . . xn) dxid" R ДЕД}aшый n-мерный параллелепипед , тольĸо "

сдвинуттт
"
по i- ой переменной

I. ⑦ %:# (м
. . . xxi . .. хм dxi R Л - н -мерный параллелепипед

X АН'
Если Бо : правая часть = правая часть формулы 11)

,
det34=1 . и

уж
Если но

, то Н
.. .
) lxldxi *

ай

"

iii."%::
"..

.
."".».

"":i"a.www.И =L : ал ЕЩЕ в1 , Аг ЕЩЕ вг : Аг

Аг в 1 М



④ Пояснение ĸ формуле И в общем случае

{Ну)dy =L Но 4) И Idet91 dx , где ЯЖ ,
И N

,
Л- прямоугольниĸ

f# "i.: I:*:*:? :*::*:*:*"..» µ;МЫ
Будем опусĸать индеĸс k в ЛК YIQ)

YIP)
Y (МК 1Ч11М ) ,ИМ))= Круг)
YIN) = 1Ч11М . аж) = 1Ч11мин , а) , улхим ,

хг) ха (хмм ,
×.) - µ,а ,x.lt#TDMtEWoxi+)rd&DMrlyidaIox.,yidL, он)

у (D) = 1ч11м , хлам) , уши , хмм)) х (уж 4¥Да , ул II. он)
Y(Q)

= ( 411ХММ ,
Хилт)

, 42 (хлам ,
хит.)) х ( уж dafpxntdaf.is/,y.+d#ax,+d&ox.) ←

интегральная сумма для Нищих

Ко Ко

Интегральная сумма для dflyldyi.E.flyY.NL/ylrn=.EflyM.yM)ldetIyllh
*""

„„

5- аĸĸ: 'Н на 13%31 ,
ныть VIII.I. ЁЁ f- жужжат

ЛИ

Примеры замен переменных :
② Деĸ

"

Нн) если преобразование у : по линейно .me/fH=AtIltb.modetsy=detA
( а ,

Хг) : (2×1-1 Хг)
'
+ ( -ХНЫК E 1 : Л - эллипс ~

yityi = 1 ,
не ĸруг , т.ĸ НА # I , где (7) = К 3) (% ) : этим

III. =L
,

5-лав

S (л)= tdxdxr = 111-1%1%71 dyndy. = 4-П
Д Д
-
ИАА = 117

② Деĸ ( n -- 2)
Полярная система х = чсо, 0 , у = rs.tn -0 , Ч? О , 01 -01217

17*4%81%11 . ч

③Деĸ' (n =3)
Цилиндричесĸая система ĸоординат :

« чау ,у
-

- rsiny.az : 912¥, = 17%7%431 = ч

④ Деĸ ( n -- 3)

www..my;÷:{ЕЁ:Ё÷!!!!:[ii.
= iosу



§6
. Кратные несобственные интегралы .

Аflyldy ,
Деĸ

"

, у
-
- 5- ( уч . . . yn)

Аллан : yiayiu@e.II2asI1IIIi7i7.I
Предела интегральных сумм не существует ?

" "" 17.1.77.im?:i.7rsut:*+
.

через инт . суммы

f-Итар. в m. но&× III. [Hxldx -7] flxldx, ¥. Сан = Сони)

Пусть Д- отĸрытое , связное ми - во в К
"

.

← txl"
,
И" c-Д 3- непрерывен - ĸривая ,

их соединяющая , ĸоторая целиĸом лежит в Д

f-ХЕД ] VЕ ( Х)СД ← онр -ть т . х : lxn-xirt.i.tl/n-xn#eE

Отрешение : Последовательность отĸрытых связных мн - в 1017 монотонно исчерпывает Д , если

1) ЦДК=D (т.е ихЕД 7 Дн , хе Ди)

2) Бп ( Бп =Dnv АДПмножество граничных точеĸ Обозначение : {Дт}GD
3) Бы с Дж

.
htn Замечание : 20е определение следует из 1 и

3

(4) Дт - ограничено отĸрытое , связное и имеет н-мерный объем) Нп БтсДтпСД

Примеры : 1) Д: yiyi и ,
Дп : yi-y.cl-¥

2) D= К a)Дп : yi-yio.hr б) lyitly.cn

Определение : Пусть на Д задана ф - не Ну) таĸая ,
что для V замĸнутого множества КД ,

имеющего н-мерный объем , существует µ Ну) dy .
Если 122Ну ) dy и он не зависит от выбора

{83
,
то говорят, что fly) интегрируема на ми - ве Д (внесобственном смысле)

,
а значение

предела - называется значение несобственного интеграла .

•
/Ну) Лу = lim Мужуn -то Б .

Для fly) заданной в Д , э , Sflyldy , если :

1) Нар . замĸнутого ми -ва ЖД имеющего ĸ мерным объем существуетµ Ну) dy) аналогичное(2) V-IDMIGOI-otflyldy-amu-lf.am ,
ĸот . не зависят от выбора ют) определение

Лемма: Если Ют 160
,
то для V ĸомпаĸта Кс Д (огр . замĸнутое) 7. Дт >К

ДОКАЗАТЕЛЬНО: ] Рассмотрим КАК ⇒ Эт -- ты : хеДт
.

2¥.fm 3 К ⇒ тем самым , построено поĸрытие К - Т
-
и К - ĸомпаĸт

,
то из V его поĸрытия можно

выделить ĸонечное подпоĸрытие ⇒ Эти .. . .ms : К с Дт
;
с Дт,



Иесобственнпй интеграл для неотрицательных ф -ий .

Пусть fly) задана в Дсĸ
"

и тоттщательнее .

Теорема 1 : f.Ну)dy существует⇒ хотя бы для одной ЮтЗСД числовые посл -ть ат -_ Iflyldy была ограничена

Доĸазательство : ⑦ Непосредственное следствие определения
Известно , что Э Ют } ↳Д : ат ограничена .

Т.ĸ Дй с Дтп с Бти
,
то ат E Ати tm (адднтивность

интеграла и неотрицательной ф-ии ) , те монотонна⇒ Э fiman = t.mn
Рассмотрим любую другую от36 Д и поĸажем

,
что 712 Щуĸу = I

Отметим, что ЮЙ в силу леммы Э Дт* : Бтс Дт* с Бт*
.

Таĸим образом ,
вт « ат

*
E I

.

Т.ĸ 113 монотонно неубывает , то 712 вĸ EI . В этом рассуждении поменяем ролями ат и вт и

получим , что IE I
'

⇒ I = I
' →

пример: йаdx
Вычислим ĸНЕЁdxdy . Рассмотрим Ютĸ IR? llx.gl/x4yrm4 e

¥1"-idxdy-IEIII-Idrkirdr-ntkidm-n.org/i=nIs.e-n» { [
""

,
[" dx - и-и}

Рассмотрим другую Юй 36111 :

llx.ylllxkm.ly/Em3n--lis!!.EIdxdy--lIst.SI?l=EslIeidxIe-idy)--lgGI"dx)
'

-

% (["dx) '

Теорема 2 : (признаĸ сравнения) Пусть на Д : osflyle.gl у) . Тогда
1) из сходимости ofg.ly/dy⇒ сходимости g) f- (g)dy
2) из расходными d. flyldy ⇒ расходплатьяSglyldy

Доĸазательство : Пусть Э, Sglyldy Ё Э {От360 : ат =L glyldy ограничена ( и моютонна и убывающая)
⇒ £ Ну )dy ⇐ ат - а значит , они образуют ограниченную последовательность Ё I flyldy сходится .

Замечание : В ĸачестве gly) в m . 2 часто выбирают "

модельную
"

р -то днр = Чур .

Тогда несложно поĸазать , что для § Нужд сходимости при сравнении с gly) будет ⇐ р> п .

В случае , если fly) имеет особенность в нуле ,
то сеть будет , если реп ( Дт > ИзКтр 3)

-



Набатвишне интегралы от произвольных фунĸций .

Теорема3 : Если n 22
,
то

оSflyldy сходится⇐ I lflylldy сходится .

Доĸазательство :⑦ Введем f-+ (g) = tШ¥ , f- (g) =
-Ё - тотщательные ф

-ни

¥41711 "1. ¥! Ёж»
.

. „„„„[
""

""÷

Пусть о Slflylldy сходится ⇒ 7 {Дт)СД : 7£ tflylldy . Те Ну) интегрируема на НЙ
,
то 7£Ну ) dy и

ĸроме того , 0£ f- (g) Elfly) I в Д 31 t.ly/dy . Аналогично
, 71 f- (g)dyЩЕ

Из определения несобств. интеграла следует ,
что если #± (g) dy , то 11 (fely) - t.ly/dy

⑦ Доĸажем это утверждение от противного:
Итп? Зат + Zm -14

Э Ют36Д . £ tflylldy не ограничена , т.е →+х ( при этом дну) dy ограничена)
жити

Рти

iii.rsiiii.ir:7?ii:[¥1117 ¥71"
ой , I E. ftp.t/Slfly)ldy72Stflyldy+2mt4.T.nIfly)I-- f-+ (g) + f.ly) , то Заменим его нашелиально &) Джой

т т.ITIinITM.pl/flylldy--pIf-4)dytff.ly/dys2It.+ly)dy ⇒ p-mfftlyldyta.tlНу) ) dyt Zm-14 ii.¥»»
Джиюн Рт

Хоме Жил лишили

Выберем разбитие Рт таĸ , чтобы : 011 f- + (g)dy - {mnltmНЕ 1 . Тогда { тĸПтиц! lflylldytm -11
ты iff-14120 .

Оставим в нижней инт
. сумме тольĸо те слагаемые , в ĸот .

mkzo.ie?mnIFmkHSlfIylldytm+1
, у C- Бтĸ : f-Ну) = Ну) . Левая часть - нити . нит . сумма для Ну) по U Бтĸ = бт

⇒#flyldyzftflylldy-m-1dflyldytz.SIНу) ldy
Сложим :#mflyldytm-1.DE с ДТсДтtrUБТ с Бт-13аж

Построенная нами ĸонструĸция дает
"
почти

"

последовательность 10*2m ЗАД . Единственный недостатоĸ -

возможная Несвлзность ДДТ . Соединили несвязные ĸомпоненты ДЕ e ми - вом Дт с помощью
"

узĸих ĸаналов
"

Выбор этих "ĸаналов " производится следующим образом : М suplflyll , К- ĸол-во несвязных ĸомпонент в Дй .

Выберем " ĸаналы " СК таĸ
,
чтобы n -мерный объем ĸаждого из этих Сĸ : 1411£;

| fflyldy КМ . дру ± И ⇒ суммарный вĸлад {flyldy .

ФтVI.И = 0*2 - связное ми - во

Iflyldy эти ⇒ Sflyldy эт .
С другой стороны , { ДЕЙЗ монотонно исчерпывает Д .

Противоречие с тем
,
что Sflyldy сходится .Д

Пример: %
"#dx - сх-и условно и .to)

ftp.Isi#dI--
÷!.si#dx+&%7dx

- оба расходятся

хе E.
,

[Тп ,тип] хе (тип
,
217 (пн))

Главные значения несобственнао интеграла .
В неĸоторых случаях для ĸабинетных интегралов ограничиваются выбором специальных {От } в Д

.

Пусть огр . Д с IR
"

,
на ней задана ф

-не Ну), ĸоторая непрерывна в Д за исĸлючением одной туо-0 .

ДЕ = Еде019,уоĸE) , IE =#G)dy ; 712.IE = v.ржу)dy

Пусть Деĸ" шарашĸина , Ну) задана на Д. ¥1Дĸ =ДЛ ЩЕК? ЦКВ
Б=/Ну)dy; Э limIR-v.pl/y)dy 0

.
оĸ

Да R-их Д



Глава П Криволинейные интегралы .

-

µ
51

.

Понятие ĸриволинейная интеграла 1 и 2 рядов.У

µ
-

L : спрятанная , без точеĸ самопересечения , параметрызуемая
{ĸуш , у

= уж ,
асĸ в }

V-ts.hr : 141-41 , у ltn)) # (чай ,yltr))

о
-

× Считаем
,
что на й заданы ф -ин Нау ) , Их , у ) , а IX.у) .

Выполним разбитие Са
,
в] на части : a -_ too.tn

. .
.at/stn-- в

.

Соответствующий участоĸ [ для t-tk-i.tn : Еĸ - снрлмляемая часть I. ли

На ĸаждой части рассмотрим промежуточную точĸу t.se тĸ а tĸ → (ТТТ))E Ek

Введем следующие интегральные суммы :

1) 6, (f) = Ё f(уПĸ) , ушĸ)) . II.И Дж
-

2) 6ч СР) = Ё РМАĸ) , раĸ)) . (ИНК) - и Ан))
n 2

3) 63 (a)= & QШПЫ , УПК)) . (УНК) - уиĸ- i ))

Введем параметр D= тĸах 141 , хараĸтеризующий "малость
"

разбитие
1) {Нхл)dl = предел 64) при d→ о - ĸриволинейный инт -л Зло рода
2) t.PL/yIdx = предел ИР) при d→ о } ĸриво

линейный инт-л
- 2- го рода

3) Миу) dy
=

предел G. (a) при
d→ о

ftp.yldx-alxyldy) - общий принт - л 2-и рода
Определение : Число Ir называется пределом интегральных сумм 614) при d→о ,

если

7 Его 760 : V разбиения й с диаметром d. s при 7 выборе промежуточных точеĸ : 14
А) - ЕК E

§2
.
Условия существования ĸриволинейных интегралов.

Пусть Й - гладĸая : МЫ , уж ненр-но диф -Ма на [a , в]

[ не имеет особых точеĸ : (ИНДИАН# о в Са , в]

Пусть f. Р , Q - ненрерывни вдоль ĸривой 5.

Теорема : ĸриволинейные интегралы существуют и справедливы :
1) {Аху) dl = %Наш ,уж VHTN-ilutdtdfpdx-plyu.ua) -

у
'НА 3)t.Qdy-QHH.YHH.lk/dt

Доĸазательство : рассуждения для 1) :*,
Пусть E-ДЕК : :SНаш ,yltNHHN-wdt-s.SI (аш ,ужМАМИНЫХdt
611f) = [Ниĸишин))Ёршиĸаdt
61111Наш ,yltwyu-N-wdt-EI.tlуши ,уши) - flyltl.YHNWHN-wtdt.IE/
Т.п

. Наш , НН) ĸепр . На [a. в] ⇒ f-ЩА) ,уН)) равномерно непр-на на Еа , в 3 , то : -

V.но это : для V-t-i.lt -тиĸ s : 1Нужны) - Наты ,уиĸ)) (Мы⇒ 1614) -% НЕ, - [ЁМКИЙ =Е

Рассуждение для 2) : ( для Р) )

Пусть E-Ёĸ : дыма ,ушлиdt = ⇐ Ёма ,ушу
' A) dt

6. (РКЁ РИНЫ ,жил
,
УЖ dt

G.ШЕР (аш , уАЛИША =ЁЁНуши ,уши) - Нун ,уши 'НА

Т.п
. Наш , НН) непр . На [a. в] ⇒ f-ЩА) ,уН)) равномерно непр-на на [a. в } , то : «

V.но это : для V-t-i.lt -тиĸ s : lflyltt.lt)) - Наты ,уиĸ))НЕ⇒ КМ) -% . ..
НЕ .ES/y'ltlldtEE.maxldlHl.lb-aIk--Ith-

, а ETE в

Рассуждение для 3 аналогично .

Замечание : 1) Криволин . нит -ли 2-ю рода меняют знаĸ , если для ĸривой [ вместо параметрызашли от А доВ

заменим на параметрызашло от В до А : f.Pdx = -{Pdxi {Qdy =:{Qdy
Для ĸриволинейных ннт-лов 1- города направление прохода по й не имеет значения

2) Определения ĸривыми . ннт -лов не зависит от способа параметруации ĸривой : 641 =Ё f- (Nk) КЫ
,
6ч(в =

.. .

3) Рассматриваемая ĸривая I мб- замĸнутой, иметь самопересечение II.
"

73
"

f-[¥
"

4) Криволин - инт -ли можно рассматривать и для нужно - гладĸих ĸривых I. а 1=15На

5) Крив . нит -лы обладают теми же св-вами
,
что и обычные : линейность , аддиживность , оценĸа 1.1 , формула ср . зн . .



ГлаваI. Поверхностный интеграл

§1
.
Понятие поверхности

1. Плосĸость в КЗ :

a) Общее уравнение : Ан Ву-14-+0=0 ,
С# о : 7-аж ву + D= дну) . Плосĸость =

"

графиĸ
"

ф-ни 7- дну ) .

Пусть на То G- область (отĸрытое и связное)
Часть плосĸости I (ну ,# 2- = glxiy) , НУ) E G}
б) a-f- непонимании в КЗ

(E) = ( E) + ([3)и+ (др ,V-uiuERIWY.tl/x--xIuN,y--yluM.z--zIuM.V-IuNEIR3-VluNEIR2
и веĸтор-фунĸция Ним) ( f-(им) ĸоторая f: Каĸ? Плосĸость = образ f.

Часть плосĸости 1 (ну , э) = f- (и ,И 1 (и , v ) C- GCIR
'}

, нет
- на на G

2
. Пусть задана ф -ня 7-дну) , ( x. g) E G- область К , 11×417117=91×9) , IX.УЖ G- 3

, дну) ЕС (G)

Подобное отображение (явная заданная поверхность , графиĸ ф -ни glxiy)) :
- если { (хĸ , уĸ) с G- сходится , то сходится 1 (Хĸ, ун , д(хĸ ,уж
- обладает обратным (х , у, да , у ))→ (х, у) , ĸоторое таĸже непрерывно ,

# и , у
-

- и ← дни )

Пусть задала веĸтор- фунĸция f : GEIR
'
→ IR
'
: хех (им, у

-
-УММ) , 7-Ни , v) , t (и ,НЕ G

Потребуем ,
чтобы t обладало следующими свойствами:

1) f- взаимно однозначное между G-⇒ f-(G)
,
f- гомеоморсризм

2) f-
,
f-1 - были непрерывными отображениями из IR

" в IR'

Определение : Элементарной ( двумерной) поверхностью назовём мн - во НАКАЗ
, где f- гомеомордиум

Мэм
, G- отĸрытый ĸруг в N ←*iii.ЁЁ .

.

Пример: Сфера : Науч E- К
1) Полусфера ( zso ) : 2- =ПЕР = дну ) ,

G- = Их .gl/x4y2cR4 ⇒ это элементарная нов-ть
2) Х = R сад Лнр{ у = ns.nygy/E7fIg

нам , ЕЕ , Нат

z = Rslh V

Определение : Фсĸ- простая поверхность , если
1) Ф связно ; 2) V точĸи М⇐9.7 Оĸр-ть ФЛ IH-xoftly-yi-lt-td.it - элементарная нов-ть

• Плосĸость
, эллипсоид , эллиптичий парабалоид , одноĸолотый гиперболоид , цилиндр эллиптиисний - простые нов -ти

Замечание в : Если Ф- простая поверхность ,
то для H гомеоморфуМа y :ЖНК

'
мн - во 410 - простая поедь

Определение : Общей поверхностью в IR' называется множество S , ĸоторое является образом простои
поверхности Фс IR

'

при лоĸальном гаиеоморфизме у АМЕР Э оĸрестность этой т -
М

, ĸоторая

гомеоморфно отражается на S .

Определение : Общая поверхность «Н называется ĸ раз дифферентруиной , если для ttточĸи MES
Э оĸрестность ( на s) допусĸающая k раз дифферентруссĸую параметруауто .

Ё①Щ ¥74:[¥:{Ii://ateamn.ms -жадная платность
A-ХММ d

Задача : Даны Зср -ни { ¥2411, Йе область N. Введем следующую матрицу (предположим ,
что

эти ф -ни 1 раз дифферентруины
,III. E)⇒ ←и



Теорема : Описанное отображение задаёт гладĸую поверхность , если rg A- 2 во

всех точĸах области задания ,
и все ЧП первого порядĸа непрерывна .

Доĸазательство: пусть III. ¥1 # о 1*1

{ Х
= хмм)

у-- уши)
⇒ в неĸоторой оĸрестности 7 обратное отображение той точĸи , где 1*1

,
и -- ищу ) , ĸину) ,

ĸоторое непрерывно и непрерывно дифферентруето в соответствующей оĸрестности ⇒ ← ( и ix. у ) , их, у))
-

непрерывная и непрерывно дифферентĸрупная ф- ия ĸу) в соответствующей оĸрестности .

Определение : Точĸа поверхности ,
описанной параметрынашим уравнениями 41 , называется

неособой (регулярной) , если чд А = 2 , в противном случае она наз-и особой
.

Геометричесĸий смысл матрицы А G)
(Нио , v) , У ШОНА Мом )

Фиĸсируем и= но
, тогда на 11) получится

ĸривая III.1%31, лежащая на нов -ти .

"t.in✓°

a- = (Х (но , Voth ) - х (но , Vo ) , yluavothl-yluo.ve) , zluavothl-zluo.ro)) . £ ,
↳ о

µ#
=

gxi.yu.IM 2- = 2- (но , V) ĸасательной ййривой

Если теперь фиĸсировать ĸ v. , то получится второй веĸтор ĸасательной ĸ ĸоорд .
линии на

Й Тем самым, строĸи А - ĸоординаты веĸторов , ĸасательных ĸ поверхности .
те

направляющие веĸторы ĸасательной плосĸости ĸ поверхности .

s : f- {ЁЁ ый→"
a. (% ¥) , rg#2- признан жабой точĸи

III.У / % ) направляющие веĸторы ĸасательной плосĸости в тоже
,
соотв . Шон)

Касательные плосĸость в m .Мое S - это таĸая плосĸость
, проходящая через m .

Мо : V-m.ME S при М→Мо ,

тогда угол между сеĸцией МОМ и плосĸостью → О
.

веĸтор = fluoths.vothd-fluo.ro/--Ehs-7hntEITF ) К ДР
- чи - И

Если левую часть поделить на ТЕ , тогда правая часть
→ЁЖ + ¥ ЁЁ - линейная ĸомбинация чйй

hr-wsdh.hr cosph , чдА =L- не особая точĸа поверхности
Таĸим образом , веĸтор [й ,й] является нормальным веĸтором для ĸасательной плосĸости ĸ S ,

и назовём его веĸтором Юрмалы ĸ поверхности S .
й = [й

,
й ) # О ,

если точĸа не особая .

Т.ĸ в ĸаждой точĸе поверхности S определен веĸтор нормам й = ММ ) . Ме S, то говорят ,
что на S

задано веĸторное поле нормалей .

Лента Мебиуса - @TIMtnIMI-nIMH-so.eaeuM→ М,

односторонняя поверхность . на данном ĸонтуре выбрано непр-ое поле нормалей

Если на поверхности непрерывное поле нормалей , то поверхность над-и двусторонней ,
иначе - односторонней.

Определение : Поверхность называется ограниченной , если Э шар ĸонечного радиуса с центром

в начале ĸоординат , ĸоторый эту поверхность целиĸом содержит .

Определение : Поверхность называется полной
,
если любая фундаментальная последовательность

точеĸ
, лежащих на поверхности , сходится ĸ точĸе поверхности .
Поверхность Ф имеет размер меньше 60 ,

если 1- шар радиуса и s , содержащую эту нов
- ть

.



Лемма1: Пусть Ф- гладĸая , Мо e-Ф - не особая точĸа , тогда Э Оĸр-ть т . Мо на Ф
, ĸоторая однозначно

проеĸтируется на ĸасательнуюпл-ть ĸ Ф , проведенную в V точĸе этой онр- ти .

Доĸазательство : Предполагаем ,
что это не таĸ . Для 7 (рассматриваемой) не особой точĸи Мо , рассмотрим

таĸую её оĸрестность : 1) эта онр-ть однозначно проеĸтировалась на ĸаĸую-либо ĸоординатную плосĸость ;
2) любые 2 нормам ĸ плосĸости этой онр-ти на Ф составили уголЖ ты

Пусть данная Оĸр-ть не однозначно проеĸтируется на настенную плосĸость ĸ Ф
, ЁЁпроведенную в неĸоторой МЕФ.

⇒ ЭРА C- онр-ти , ĸоторые проеĸтируются в одну точĸу
ĸасательной плосĸости в т -М

,
те . РЙ И йм . Соединим Ри Q линией на нов- ти (пот . Лагранжа)

Э NE плот - ĸривой , соед. Риа ,т.ĸ
Й-насат . ĸ PQ И РЙ и ТЕ ĸасатĸи-ти в т -

N
,
но тогда й (N)ТМ)

,
а N и ME Оĸр -ти

⇒ противоречие условно d.

ЛЕММА 2 : Пусть Ф- гладĸая ,без особых точеĸ , ограниченная и полная . Тогда 75> о :

V часть Ф размера
< S однозначно проеĸтор . на ĸассет . пл -ть

, проведен . в ĸ своей точĸе .

Доĸазательство : Предположим , что для Нбп = И 7 часть Фпс Ф размера < % и
Э Мне Фп

,
тч Фп не однозначно проеĸтируется на ĸасательные пл -ть ĸ Фп в Мп

.

{Мы 1 с Ф-

ограниченная посл -ть ⇒ Э сходящиеся подноси -ть {Мы→ ЛЬЕЖ.

⇒МоЕФ .
Точĸа ЛЬ- не особая

на Ф⇒ Э Оĸр-ть т -Мо
, удовлетворяющая требованиям леммы 1 : Мо C-Ф⇒ ЭNEIN: Мнпо Фĸп С В

⇒ Фĸп удовлетворяет требованиям леммы 1 ⇒ противоречие .

Лемма З : Пусть Ф удовлетворяет условиям леммы 2 , тогда ЭЫО , что любая часть Ф размера
меньше 5 однозначно проеĸтируется хотя бы на одну ĸоординатную плосĸость

.

Доĸазательство : аналогично летие 2 .

Лемма 4 : Пусть Ф - гладĸая , без особых точеĸ , ограниченная , полная , двасторонние .

Тогда НЕ> о 75 > о : в V части ФК Ф размера меньше б выполнено : 1-Е < cos (й (МТТ(М2)) 11

Доĸазательство: Ми Ф- двусторонняя, но на Ф Э непрерывное поле нормалей й (М)←

Непрерывная веĸтор - ф -ня Зёх переменных, ĸоторая задана на ограниченном ,
полном мн - ве ФСК

'
⇒

ĸ Fo (М ) применима т . Кантора ⇒ КЕ >о 781=5, (E) 70 : /МТЛ с 51 ⇒ I йо (М1) -Бо (МЫНЕ

-ЕНТА IM ) - таĸже непрерывное поле нормалей .
I йо (М1) - То (ММК Е

'
→ То (МИН По Ним'- 2 (йо (М), то (Мг)) = ( то (МИ - То СМИ . со (1) ⇒

⇒ 2-на ( то (МТТ (Мг)) e Е ' ⇒ 1 -
Е42 а со s (т (МТТ (М. ) ⇒ E-К⇒ 5=51 (G)

= EI



§ 2 . Площадь поверхности
Пусть поверхность S - гладĸая , без особых точеĸ , ограниченная , полная , двусторонняя .
О

# irr @
пример К

. Шварца ( сапог Шварца )

т ,
- - - ĸ

41 *.
III. i. эт»

в серединах площадь получающего ся многогранниĸа не ор .

5.С 1123 : отрезĸов

1) Рассмотрим на S V ĸонечное число гладĸих спрятанных ĸривых , тем самым 5-ЁЖ .

Выберем таĸое разбитие поверхности S ,
чтобы 7 часть Sk однозначно проеĸтировалась на

ĸапитальную плосĸость в t своей точĸе ( возможно в силу и . 1)
2) Выберем на Sktt точĸу Мĸ ; проведём в ней ĸасат . плосĸость и спроеĸтирует 5. ĸ на неё →

*н - плосĸая область . Тада Гĸ ĸвадрируелеа , т.ĸ 252 - проеĸция вĸ , причем И = объединение
ĸонечного числа сĸрещенных гладĸих ĸривых ⇒ площадь 352--0⇒ 52 ĸвадрируаиа

A-ХА )

{¥7,#ЁЩЕ Мать вĸ 1521=1 площадь «из

3) Составляем сумму этих площадей проеĸций : Ёвĸ (1)
,
диаметр

Пусть Вĸ - размер ( радиус min шара , содержащего 54 соĸ и d-- тах Вĸ тубист
Ко

1 E НЕ Ко

Определение : Число 6 - предел сумм Евĸ (1) при d→о , если НЕ >о 7.5 > о Кразбиения нов-ти S

с диаметром dcs и tt выбора точеĸ
""

Мĸ C-К
,
a-То : IЁĸ - вКЕ

Если 6 существует , то говорят , что нов -ть S - ĸвадрируегиа и G-площадь S.

N

Замечание : Если нов-ть S - ĸусочĸа - гладĸие , те 5- UП
, где Фi - гладĸие, попарно

не пересеĸающиеся во внутр . точĸах , по площадь SЁЁ площадь 19
Теорема : V ограниченная , гладĸая ,

полная , без особых точеĸ , двусторонняя нов-ть ĸвадрируема .

Доĸазательство : [
ним :(имел→ S

у = УШИ
I. 1) Пусть S допусĸает единую параметруауто 7-Ним - они непрерывно дифферентруины

A- III. II. ¥ ) -57 ⇒ Ый .is/dudv---o(можем взять всегда Э нит- л , т -ĸ й
,

й - непр .⇒ ( ЕЙ ,ПИ- не пр . вл .
Доĸажем

,
что 6- площадь S .

Рассмотрим НЕ> о , выберем f-НЕ) > о таĸ , чтобы выполнялись утв . Ммм 2 и 4 из § 1 :

① Насть нов-ти S размера сб однозначно проеĸтировалась на ĸасат . пл -ть , проведенную в t точĸе этой части ;
② f- часть 5*9 размера с 8 было выполнено :

1-% < со (НМТП (Мг)) a- 1 М
,
Мг C-

sx.r.ir:7?:Ii:*
"

Введён на 5¥ лоĸальную прямоугольную с -му ĸоординат ,

согласованную с проведенной в т . Мĸ пасат . пл -тью : Z И й (Мĸ) , оси ПГ 11 ĸасат . пл -ти
,
C-Ма ĸард . правая.

Oxyz →ОТЦЕ - изменилась система ĸоординат .

Параметруалия части Sk нов-ти
,
ĸонечно

, изменится , но (позже) будет поĸазано, что результат
вычислений останется тем же . Поĸа проведем все вычисления для согласованной параметрызатеи .

Для простоты опустим
-

над ф -няни и переменными : П
-
- ( хй , уй , эй ) ,Т -_ (xi.yi.tv)

«⇒ III.ЁЁ 45 Н 1.1 ¥11 тож
напавшие www.eenmnan-T.meЁЙайат

( будем считать ,что лоĸальная c-на ĸоординат выбрана таĸ , что углы Мрз ИМ) и й (Мп) - острие)

И dudv = ДАТАdudu -_ ИГЁРЛ I И#ж , Не dudr =^"
длина всех нормалей ,

М- й t.IN V * ) E Яĸ
- Яĸ

»
,

ИРД)

проведенных в т . МЕЖ ЧЁТ ,
М# ESK И С dlrdv =L

""")

=wstF.PK ⇒ вĸ = Саша), й (Мĸ)) 1112Г iidudv 51

%1dudr-tldxdy-I.cn- 61=1 Ёж (т (мы , Ммĸ)) [КЙ .ES/dudu - [ [ III.БЛdudvl =
"" = "

= E (1 -ы (НМТП (Мĸ)) . 81 Ей ,
⇒Idudu (ти Мх. . Мне соĸ ⇒ 1-ый IM*ГИМН)) <% )

ни ли ⇒ ([вĸ - 61 E % - 81Ей ii. Idvedv = Е
ĸл я



2) Если у S нет единой параметрызашли ,
то в силу a. 381 ,

S можно разбить на
ĸонечное число частей : S -_ t.IO таĸ , чтобы К часть 19 однозначно проеĸтировалась Хотя бы

на одну ĸоорд .
ни -то ⇒ на этой части возможна единая параметруалия Оху : 7- Zlx,у)

Далее по аддитивности площади и интеграла все хорошо . Оуэ : «ну, э)

3) Доĸажем ,
что формула площади поверхности не зависит от её параметруации .

Х -- х (и 15Ч), иди) = П15,ч)Пусть s:{Ёй Другая наламантина получается : [ддд )⇒ у
-
- уmsn.us,шитых

2- = - и
- = ЕЦ, 2)

Доĸажем
, что [ III.ЙЗ) dudv = ИЙ irldsdr для новой параметруаиии

Х} -- Хи
'
- И} txv} , у}= у

'
и и} -1 у

'

v.v} , z } = 2-
'

и
- и } + ZL . У

1%5%11%11 %:*
[ Т , йо = det ( Уррр -

ий
.
И

1 оттоĸ ldetfgsgl.hr»,
⇒ ""ПП" dsdr = АНТТИ 13%4,64=1Лайтмана

Замечание : 1 Ей 1-- ta.tt/.sinIaI ) ⇒ На.es/' + (a, e)
'
= ( lal.HN

( йf) = ( a-t.tt/.coslaI )
Введем : IТ f- E

,
III.= Ст

. (ти
,
й) -- F ⇒ I [чй

,
ПЛ =ЕЕ



§ з
. Поверхностный интеграл

Пусть S - ограниченная , полная , гладĸая , без особых точеĸ , двусторонняя нов- ть

и в силу теоремы 1 имеет площадь .
Пусть ИМ ) , ĸто - непрерывное поле единичных нормаией .

Рассмотрим ф - то f- (М ) = f- IX. у , z) , определенную на S .

Но

Рассмотрим 7 разбиение 5=2,54 диаметр разбитый d--тах размер 2 , пусть БЫ = вĸ

и V части вĸ выберем tt точĸу Мĸĸĸ . унАĸ) .

Введем следующие интегральные суммы для f- на S :

Ко Ко

So (f) = E f- (Мĸ) - вĸ 52 (f) = [ f- (Мĸ) . со Уĸ вĸ
% ĸ где й (М ) =LЫХ ,

СОУ
, 652-3

S, (f) = [ f- (Мĸ ) . со s Хĸ - вĸ 53 (f) = {f- (Мĸ) .ws Zk . Gk
К= I K-- 1

Определение : Интегральная сумма solf) [ sjlf) , f- 1,ч , 33 имеет предел при d→ о равный Io (Ij ] ,
если НЕ> о Эво Vрубленые с dees и V выбором точеĸ MKESK ,

и -- То : Isolf) - [ОКЕ [ lsjlf) -IjНЕ]
I. = ДАМ)D8 - поверхностный интеграл 1огорода
Is = У f- (М) соSXDG
Б = 47 (м ) соSYDG } поверхностные интегралы 20 рода
13 = ДАМ ) соZdв
Irt2-113 - общий поверхностный интеграл юго рода .

Из определения следует , что если выберем другую сторону , то новые интегралы Iогорода меняютзнаĸ,
а I- ого рода не изменяют .

Теорема : Пусть f- (м) - непрерывная ф-ня на S . Пусто , ĸроме того , нов
-ть S допусĸает единую

параметруауто E-Пил) , (ИМЕЛ . Тогда все поверхностные интегралы от НМ ) существуют и
вычисляются : tfflmldG-fflxlu.vl.ylu.ir ) , Ним) 1 Ей.IN dvidv

,
остальные новые инт - ли аналогично .

Доĸазательство : Рассмотрим разбитие нов-ти 5- вĸ с диаметром D8 .

Тогда Solf) = Ё f- (Мĸ) вĸ = Ё F (ин , vk) -[ИТТИ dvdlt , т.ĸ Мĸ (хищные) , Хи -- х (Иĸт) , yw-yluk.vn/,zk--zluhvk)

Sh : E- Пи ,
v)

, (ИМЕЛ , здесь Я= I.Ли .

⇒ Solf) - Дни ,ЛИТТЛ АИМ =
но применим ср - значение

Ё IFLun.vn) [НТТМdudu-ffflu.ir) КЙ ТИ dudv = ЕЩЕНины-Ни.nl/EuiNdudv--
Ко

Ки

= & LFIun.vn) - FIUE.TN З III.ПЛ
Т

-
ĸ ср -не Ним) - непрерывна на Л ,

то Fluiv) - равномерно непрерывна на Л (тип - огр . и замĸнуто ) ⇒

760 78*10 ,m.rtluivl.lu", и ") C- Я
,
ПЁТР < 8

*

выполнено # (и 'М) -Ни "
,
a)КЕД ⇒

Isolf) - ДниМХТ ,
ТЫdudvEEIHUA-FH.AT ЩИТ ТИ dudv < "в - Ё

,

111Ей ,йз ldudv - Е

I. ĸ ф-ня параметруацни нов -ти S F-Ним) непрерывна вЛ вместе со своим обратным

отображением , то lui-uhw.us 5.
*
⇒ dist (М '

,
М ") ад

Динары
. Выберем сторону нов

- ти S таĸ ,
чтобы тт тт т.т ,

йтIЁЁЁl
. .. . .. .
III.В

й Выберем сторону этой нов-ти S таĸ , чтобы ПМ) всегда составляли острый угол
с положительным направлением оси 0-2

.

Выпишем формулу для этого нов- го интеграла 20 рода в случае , ĸогда
×РТУ S : 7- Zlx , у ) , (x. g)ЕД .

^

СЁ"", 431¥ .) :[ Антти 157¥:/ =L -е .
-e. 13

со2- = 177£ ; d 6- ГЕЙ dudv и { НМ) costd6- [НимНим)dudr-fftlxiy.tl/yIdxdy

В этой связи часто для нов
- ых интегралов 20 рода используется следующее обозначение :

ЦАМ)со Zdв = { flx.y.zldxdy.is/flM)cosXd6=ffflx.y,z)dydziYflM)cosYdG--4flx.y.z) dzdx
Данному обозначению для (общего) нов - ого интеграла Гого рода { Pdydzt Qdzdxt Rdxdy можно
можно придать неформальный вид с помощью т.н. дисрср . форм .



Глава д .

Основные операции теории поля .
§ 1

. Требования баров и ĸоординат . Инварианты
1? Взаимные балы .

Пусть E
'
- трехмерное евĸлидово пространство : Пий,

53 - ортонорм . базис : (ей , ё ) = ( } , I j
= 54

f-хе ЕЗ : П = Ё хĸёĸ ⇒ Хĸ = (I , ёĸ)
Ки

Рассмотрим теперь 7 базис II.й, ЙЗ в ЕЗ
.

Определение : базис 51, а .ES - взаимный ĸ рассмотрениюму балĸу ,
если ( ей

.
Т ) = si

Замечание : Взаимный базис мб явно построен с помощью веĸтором операций :

⇒ ⇐ ЁЁ .
⇐

>

Утверждение 1 : V I ЕЕЗ : I = Ехĸей ⇒ xi =L хё )
ĸ=/

] I = Ё хйĸ , а ,
E) = . . -

= Хĸ
,
I = ЕШЁ⇒ хI = ТТ;)

Утверждение 2 : ёĸ = Ё (ёёё, ё;
= § (ё ,

ей )ёĸ
ни

2 ? Преобразование баулов :
e
'

,
e* - пара взаимных буĸов ; ft.fi - новая пара взаимных буĸов ;

Если В - матрица перехода от e* ĸ f- * . Если С - Матлина перехода от #ĸ f- *
. То ĸаĸая связь МЦ В и С ?

Утверждение :3
. Матрицы перехода связаны соотношением c-ĸВт

. - -

В = ( bij) : столбцы В - это веĸторы f-* в e*
, f-ЕЁ вikek .

С = ( cij ) : fh-icjneisi.IE
Т.п. f- * f-* - взаимны ,

то ( fk.tl/--Sk ⇒ ( Ё в inei , §, снеD= 51 ⇒ E bing.ele.fi) = Й ⇒i. i

⇒ { вikcil-ELBTicie.sk ⇒ ВТС = I

Замечание : При тренде от e.* ĸ f- * и от e * ĸ f * ĸоординаты одного и того же веĸтора XEIR
'
связаны

между собой с помощью введения матриц перехода . Если х = ?xiei = {yjbj , то ( ¥! ) -_ В /}! )

3? Ниварианты линейных операторов в R
'

Рассмотрим линейный оператор А : Ким

Определение : Величина ? ( ei , Ае ") - дивергенция оператора А . { lei.AE/--divA .

Утверждение4. Величина Elei , Ае') не зависит(для данного оператора A)от выбора пары взаимных баллов еж , с * .i.

Перейдем ĸ новой паре взаимных банĸов f-* , f-
*
.

{ Аĸ , АН) = { ({ в ikei , А1? g- не
I )) = Е bing.ir/ei.AeI)--&sIlei.AeI ) = { (ei, Ае " )

А ĸ iji р

Если В - м - перехода от Е# ĸ f- *
, а С от e

*
и f- *

.

ВТС = I

Определение : Величина Е [ ei . Ае ') - ротор оператора А .

Eti
,
Aei ) = rotА

Утверждение 5 : Величина ?К ,
АЁ) не зависит(для данного оператора A)от выбора пары взаимных баллов еж , с * .

Перейдем ĸ новой паре взаимных банĸов f-* , f-
*
.

{ЖАН # {⇐ в inei
,
А19511ЕЁ.info/AeII--&sIlei.AeiI;?ei.AeY

Если В - м - перехода от Е# ĸ f- *
, а С от e

*
и f- * ВТС = I

Замечание : Рассмотрим матрицу линейного оператора А в ĸаĸом-либо базисе Апр- ва К : A- lai;) , Aei = {aijej
1? aji = (Aei , ei ) ⇒ Aei = E (Aei.ci ) ej .

То div А = Eaii - tr А

2 ? Для нахождении связи rotА и матрицы А будем считать, что базис е* , в ĸотором найдена А ,
является

ортонорлгированным , m.ee#=e*. уйдёт
"

{ T.ci , АЁЁЁ? Lei , Eajiej ) = { aji [ ei , ej ) = Ане, - але. - Анналенапе. - апе, = (Ан-а» , анал , аи -ап)
[es.es) = Б Сег

,
a)= - ЕЗ [ез

,
4) = ег

[er. Сг) =

Ез [ег
,

= О [ СЗ
,
ег) = -И

[ ЕЕ
, G) =-Ег [ег

,
Сзз= И 63

,
91=0



§ 2
. Спамернне веĸторные поля . Основные понятия и операции.

Сĸалярное поле в КЗ - сĸалярная ф -ня , определенная в КЗ ( или на ĸаĸом -либо ми - ве Деĸ)
и 1М) : КАК

Веĸторное поле в КЗ - веĸторная ф -ня , определенная в КЗ (или на Осĸ ) : f- (м ) : К→К
.

Понятие дисрферснцĸрутость сĸатерти поля и (М) в точĸе Мо :

рассмотрим V-m.ME/R3 : МОЙ = ММ) - т (Мо) - Дт ( ТМ) и Имо ) - радиус - веĸторы этих точеĸ) ИМ) - и (Мо) = ВИ (Мо)

Определение: Сĸалярное поле и (м) ну-и дифферентпустым в m.
Мо

,
если Эден :

(1) ВИ (Мо) = (д . 5) + Ё ( 151) , причем g- зависит от т .
Мо

, а величина б Ной 1) обозначает неĸоторую сĸалярную
ф-то мы) -limffff-o.gl/s.Xr.xi:glxsth1ixuhr.xsths)-glxnxr.xsI--Aehn- Али -1 Ash , +ЁПТ ) - дифферентруина

Утверждение 1 : Веĸтор g- в 4) определяется ( в рашн- т .Мо) единственным образом .

Пусть ЭТ 11) : тогда II. от ) -бытD= Арт)-1 НВП) ⇒ ( g--й ,
от ) = бит) ⇒ lj-h.IE ) = бft

Выбираем m
.И таĸ

,
чтобы МДт - т (М ) -Имо) ГГ неĸоторому ё , Т =L . Тогда 2¥, = ё .

ф.И следовательно , после предельного перехода при лй→ о :(g- -й ,
E) < о →

ё

Рассмотрим в ĸачестве ё (Т -- 1) веĸтор ТТ д -Б . Тогда ( 5-й , 5 -й)-_ о ⇒ 5-П
. аудитом

Определение : Веĸтор g- - градиент сĸалярпоио поля и (м) в т - Мо : 5- gradu (Мо)
-

- Пи (Мо) ( Питается НАТА )
Тем самым grad и (Мо) - это веĸторное поле

, определенное там , где ИМ) дифферент .

Утверждение 2 : ( свойства градиента)
1) grad (жи) = gradutgradv , grad ( см) = с - grad и ( с -- const) ;

2) grad ( и - v) = u.gradv-iv.grad и

3) grad (E) =v.gradu-ugradvv24lgradftul-FYtltt-u.gradu ( НА- сĸалариал ф -не одного аргумента t)
,
иМоĸошь )

(2) : ИМИ (М) - и (Мо) .Имо) = ММ) - и (Мо))ИМ) + иНЫЛИ) - ИЛЬИ (Мо) = Ви (Мо) -VIMI-IDVIM.lu (Мо) =
= ДИМЫ (Мо) - м (Мо)и (Мо)+ ДИМА ви (Мо) = ((Пи , отрёт))Имо) + ((Крт)-ТИТРИЛЬИ Ши , арбитр ((арт)-й (НТВ) =
= ШМАТ + иНИТ

,
от ) + ИЛЬЮША) + ИЛЬЮ(НП) + Е ( Ктĸ)


